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等径部分多様体に関連した部分多様体の幾何学
（SUBMANIFOLD GEOMETRY RELATED TO

ISOPARAMETRIC SUBMANIFOLDS）

大仁田 義裕 (大阪市立大学数学研究所 OCAMI)

1. 実空間形および標準球面内の等径超曲面

リーマン対称空間と同じく，等径超曲面もまた Elie Cartanによって
最初に組織的な研究・分類が始められた豊かな「対称性」をもった多
様体のクラスである ([1],[2], [3],[4])．
一般に，リーマン多様体上 (M, gM)の実数値C∞級関数 f は，次の微

分方程式を満たすとき，等径関数 (isoparametric function)と呼ばれる：

gM(gradf, gradf) = ϕ1(f),(1.1)

∆Mf = ϕ2(f).(1.2)

ここで，ϕ1 は C1級関数，ϕ2 は C0級関数である．このとき，f の各
正則値 cに対する等位超曲面Mc := f−1(c)は平均曲率一定超曲面であ
り，等径超曲面 (isoparametric hypersurface)と呼ばれる．この場合の
等位超曲面族 {Mc | cは f の正則値 }は，等径超曲面族 (isoparametric
family)と呼ばれる．
実空間形Mn+1(c) (ユークリッド空間 c = 0，実双曲空間形 c = −1，

標準球面 c = 1) 内にはめ込まれた超曲面に対しては，等径超曲面であ
ることと主曲率一定超曲面であることは同値であり，等径超曲面族は
単位法ベクトル場に沿った平行超曲面族である（[1]）．
実空間形内の主曲率一定超曲面N の相異なる主曲率の個数を g，そ

の重複度を m1, · · · ,mg で表わす．c ≤ 0のときは，g = 1 または 2
で，平行な第 2基本形式をもつ超曲面となる分類は容易である ([1])．標
準球面Mn+1(c) = Sn+1(1) (c = 1)の場合は，m1 = m3 = · · · かつ
m2 = m4 = · · · が示され，さらに g = 1, 2, 3, 4または 6に限るという
Münznerの驚くべき定理 (1980-1981[25], [26])は有名である．標準球面
Sn+1(1)内の任意の等径超曲面は，次の微分方程式を満たすRn+2上の
g次同次多項式（Cartan-Münzner 多項式）を Sn+1(1)に制限した関数
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の等位超曲面として与えられる（とくに，標準球面に埋め込まれたコ
ンパクトな等径超曲面に一意的に拡張される）（[25]）：

(1.3)

{
∥gradRn+2

F∥2 = g2r2(g−1),

∆Rn+2
F = c rg−2.

ここで，r2 = x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n+2, c =

(m1 −m2)g
2

2
とする．

標準球面Sn+1(1)の等径超曲面の構成は，2つの方法が知られている．
階数 2のリーマン対称対 (U,K)の等方表現の主軌道 (正則元の軌道)

は，標準球面の等質な等径超曲面であり，全ての等質な等径超曲面を
与える（Hsiang-Lawson1971 [12], 高木亮一-高橋恒郎 1972 [44]）．
また，クリフォード代数の表現（クリフォード系）からCartan-Münzner

多項式を構成することによる g = 4の非等質な（しかしスピノル群の
非自明な群作用をもつ）等径超曲面の可算無限系列を含む代数的構成
が，尾関英樹-竹内勝 1975-1976 [38], [39] によって最初に発見されて，
Ferus-Karcher-Münzner 1981 [8] によって一般化された（OT-FKM型
等径超曲面）．OT-FKM型等径超曲面がもつ豊かなリーマン幾何学（合
同性や非合同性，[8] ）やトポロジー（コホモロジー環，ホモトピー同
型性，微分同相性，イソトピー性）的性質（Qi-Ming Wang 1988 [51]）
がよく知られている．
近年分類研究が急速に進展し（g = 6:宮岡礼子 [21, 22]，g = 4:Cecil-

Chi-Jensen, Immervoll, Q.-S.Chi)，最後に残されていた g = 4, (m1,m2) =
(7, 8) の場合をQ.-S.Chi（J.Differential Geom. 2020)）が解決し，標準
球面内の全ての等径超曲面はこの２つのどちらかの方法で与えられる
ことが明らかにされた．とくに非等質な等径超曲面が現れるのは g = 4
のときのみで，クリフォード系から構成されるOT-FKM型である．

2. 標準球面内の等径超曲面のガウス像の幾何学

標準球面の超曲面幾何学は，ガウス写像を通して複素２次超曲面のラ
グランジュ部分多様体と密接に関わる．複素射影空間CP n+1の (z0)

2+
(z1)

2+ · · ·+(zn+1)
2 = 0 によって定義される複素２次超曲面Qn(C)は，

ユークリッド空間の向き付けられた 2次元ベクトル空間全体から成る
実グラスマン多様体 G̃r2(Rn+2) と同一視でき，階数 2の複素 n次元コ
ンパクト型エルミート対称空間 SO(n + 2)/(SO(2) × SO(n)) である．
n+1次元単位標準球面Sn+1(1)内の向き付けられた超曲面Nのガウス
写像

G : Nn ∋ p 7−→ [x(p)+
√
−1n(p)] = x(p)∧n(p) ∈ Qn(C) = G̃r2(Rn+2)

は，常に複素 2次超曲面へのラグランジュはめ込みになる．単位標準
球面内に与えられた超曲面が等径超曲面の場合，ガウス写像はもとの
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超曲面から複素 2次超曲面への極小ラグランジュはめ込み（零平均曲
率）になることが知られている ([42])．

Hui Ma(馬輝, 現:北京・清華大学数学科学系教授)と大仁田の共同研
究 (2005年頃から) では次のような研究を進めてきた．基本的性質とし
て，等径超曲面のガウス像（ガウス写像の像）は，もとの等径超曲面
でZg-被覆される複素二次超曲面内に埋め込まれたコンパクト極小ラグ
ランジュ部分多様体となる ([14])．g = 1または 2であることと等径超
曲面のガウス像が複素二次超曲面の全測地的ラグランジュ部分多様体
(実形)であることは同値であることは注意したい．さらに等径超曲面
のガウス像は，複素 2次超曲面Qn(C)の monotone かつ cyclic なラグ
ランジュ部分多様体で，最小マスロフ数は整数 2n

g
に等しく，そのガウ

ス像が向き付け可能であることと 2n
g
が偶数であることと同値であるこ

と等を示した（[28],[16])．ここで，等径超曲面論において 2n
g
は整数に

なることは知られている．
さらに，幾何学的変分問題の立場から，全ての等質等径超曲面のガウ

ス像の (強)ハミルトン安定性 (ハミルトン変形のもとでのラグランジュ
部分多様体の体積の第 2変分非負性)及びハミルトン剛性 (無限小ハミ
ルトン極小変形の自明性)を完全に決定した：g = 1, 2, 3の場合 ([14]),
g = 4かつ (U,K)が古典型の場合 ([16]), g = 4で (U,K)が例外型及び
g = 6 の場合 ([17])．
これらの結果を踏まえ，g = 4非等質な場合，OT-FKM型等径超曲

面のガウス像のハミルトン安定性決定の問題はまだ未解決である．そ
のために，関連する性質や構造を調べながらクリフォード系から構成
されるOT-FKM型等径超曲面理論の検討をしている．
また，シンプレクティックトポロジーの立場から等径超曲面のガウス

像のハミルトン交叉性の研究もまた非常に興味深い．もう一つの問題
は，与えられたラグランジュ部分多様体のハミルトンnon-displaceability
（任意のハミルトン変換で必ず交叉するという性質）問題であり，唯一
の最善の方法は，そのフレアーホモロジーが非自明であることを証明す
ることである。研究代表者は入江博 (茨城大学理学部准教授)，Hui Ma,
宮岡礼子 (東北大学名誉教授)との共同研究において，等径超曲面のガ
ウス像に対して，monotoneラグランジュ部分多様体に対するフレアー
ホモロジー理論およびスペクトル系列を使って，そのフレアーホモロ
ジーあるいは liftedフレアーホモロジーの非自明性を示すというアプ
ローチをとって，(g,m1,m2) = (3, 1, 1), (4, 1, k) (k ≥ 1), (6, 1, 1) の場
合 (対応する等径超曲面はすべて等質)を除いて，等径超曲面のガウス
像はハミルトン non-displaceableであることを証明した．とくに全ての
非等質な等径超曲面のガウス像はハミルトン non-displaceableである
ことが分かり，残された問題は非常に限られた等質等径超曲面の場合
であるが，等径超曲面のガウス像のハミルトン安定性問題では，非等
質な場合が全て残されているという対比は興味深い．残された場合も
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ハミルトン non-displaceable であることが予想されるが，そのために，
等径超曲面のガウス像のフレアーホモロジーあるいは liftedフレアー
ホモロジーの一層の研究を行なっている．等径超曲面とその上のZg-被
覆群作用の幾何・トポロジーのより深い研究により，等径超曲面のガ
ウス像のフレアーホモロジーに関するより多くの情報が引き出し，解
決したいと考えている．

3. 等径部分多様体とR空間

ユークリッド空間Em+kにはめ込まれた部分多様体M は，その法接
続∇⊥が平坦で，∇⊥に関して平行な法ベクトルの任意の局所場 νに対
する形作用素Aνは固有値と重複度が一定になるとき，等径部分多様体
(isoparametric submanifold)と呼ばれ，標準球面の等径超曲面のもつ多
くの基本的性質が拡張される ([48], [13])．

(U,K, θ) をコンパクト対称空間 U/K に随伴するコンパクトリーマ
ン対称対とする．ここで，U はリー代数 uをもつ連結コンパクトリー
群，θは U の対合的自己同型写像とする．

u = k+ p, a ⊂ p

を uの対称リー代数としての標準分解とする．aは，ベクトル空間 pの
一つの極大可換部分ベクトル空間である．uのAd(U)不変内積 ⟨ , ⟩ の
pへの制限によってベクトル空間 p をユークリッド空間とみなすこと
ができる．コンパクト対称空間G/Kの等方表現は，ベクトル空間 p上
のKの直交表現

Adp : K ∋ a 7−→ Ad(a)|p ∈ O(p),

であり，s表現とも呼ばれ，aを断面とする極的表現であることはよく
知られている．ゼロベクトルでない任意のH ∈ aに対して，

ΦH : K/KH ∋ aKH 7−→ Ad(a)H ∈ Adp(K)H ⊂ p

によってK の等方表現の H を通る軌道と微分同相なコンパクト等質
空間K/KH を定める．ここで，KH := {a ∈ K | Adp(a)H = H}と
おく．このようにして得られたコンパクト等質空間 K/KH は，R空
間 (R-space)と呼ばれる．その埋め込み ΦH : K/KH → pは，R空間
K/KH の標準埋め込み (standard imbedding)と呼ばれる. (K,KH) が
コンパクト対称対になるとき，R空間K/KHはとくに対称R空間と呼
ばれる．このとき，標準埋め込みΦH : K/KH → pは，平行な第 2基本
形式をもち．対称R空間の標準埋め込みは，（アファン部分空間の直積
因子を除いて）ユークリッド空間内の平行な第 2基本形式をもつ全ての
部分多様体を与える (Ferus 1974 [7]). H ∈ pが正則元 (同値に Ad(K)H
は最大次元の軌道)のとき，R空間K/KH は，正則なR空間と呼ばれ
る．このとき，標準埋め込みΦH : K/KH → p は，ユークリッド空間
の等質な等径部分多様体であり，正則なR空間の標準埋め込みは，（ア
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ファン部分空間の直積因子を除いて）ユークリッド空間内の全ての等
質な等径部分多様体を与える (Palais-Terng 1987 [40], Dadok 1985 [6]).
一般の R空間の標準埋め込みに対する微分幾何学的な特徴付けが

Olmos-Sanchez 1991 [35]によって与えられている．一般に，リーマン多
様体 (M, gM)のアフィン接続 ∇̃は，計量的 ∇̃gM = 0かつ ∇̃D̃ = 0を満
たすとき，(M, gM)の標準接続であるという．レビ-チビタ接続∇Mは自
明な標準接続である．ここで，M上の (1, 2)型テンソル場 D̃ := ∇M−∇̃
とおく．ユークリッド空間内にはめ込まれた部分多様体Mの第2基本形
式αMのMの一つの標準接続∇cに関する共変微分が，∀X,Y, Z ∈ TM
に対して，

(∇c
Xα

M)(Y, Z) := ∇⊥
X(α

M(Y, Z))− αM(∇c
XY, Z)− αM(Y,∇c

XZ)

によって定義される．∇c = ∇M のときは，通常の∇cαM = ∇∗αM で
ある．

定理 3.1 (Olmos-Sánchez 1991 [35]). ユークリッド空間にはめ込まれた
コンパクト部分多様体（あるいは標準球面はめ込まれた部分多様体）M
に関する次の 3条件は同値である：

(1) M 上の標準接続∇cが存在して，

(3.1) ∇cαM = 0

を満たす．
(2) M は主曲率一定等質部分多様体である．
(3) M はある s表現の軌道，即ち，標準的に埋め込まれた R空間
である．

主曲率一定等質部分多様体 (定義は [35, p.127, Definition 1.2]を参照)
は，[11]の意味での主曲率一定部分多様体になるが，等質な主曲率一定
等質部分多様体は主曲率一定等質部分多様体とは限らない (反例あり)．
等径部分多様体の等質性問題は，最も重要な問題の一つである．

定理 3.2 (Thorbergsson 1991 [50]). ユークリッド空間の既約な等径部
分多様体は，その余次元が 3以上ならば，等質である．よって，標準
的に埋め込まれた正則なR空間である．

[50]の証明は，Tits Buildingsの理論を本質的に使う．Carlos Olmos
1993 [36]は，ユークリッド空間内の等径部分多様体上に非自明な標準
接続を構成し，定理 3.1を適用して，定理 3.2の微分幾何学的な別証明
を与えている．
等径部分多様体の等質性定理 3.2は，無限次元へ一般化されている：

定理 3.3 (Xiaobo Liu-Heintze 1999 [10] Gorodski-Heintze 2021 [9]). 可
分ヒルベルト空間内の既約なプロパーフレッドホルム等径部分多様体
は，有限次元のときはその余次元が 3以上ならば，無限次元のときは
その余次元が 2以上ならば，等質になる．
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無限次元可分ヒルベルト空間の既約な等質プロパーフレッドホルム
等径部分多様体の分類は，極めて興味深い未解決問題である．
コンパクト対称空間 G/K 上の無限次元リーマンサブマーションの

方法によって，無限次元可分ヒルベルト空間のプロパーフレッドホル
ム等径部分多様体の具体例を与えることができることが知られている
(Terng-Thorbergsson 1995 [49])：

?

V = L2([0, 1], g) ∼= H1([0, 1]; e,G)

ϕ ΩG

G

⊂ϕ−1(π−1(N))N̂ =

? ?
ΩG

K

π−1(N)

?

⊂

N ⊂

π K

G/K

ここで，ϕ : V → Gは，各 u ∈ V = L2([0, 1], g)に対して，γ(0) =
e を満たす γ′(t) = γ(t)u(t) の一意解 γ ∈ H1([0, 1]; e,G) をとって，
ϕ(u) := γ(1) ∈ Gと定める．これは，各ファイバーがヒルベルト空
間 V の弱鏡映的なプロパーフレッドホルム極小部分多様体となるよう
な無限次元リーマンサブマーションである (森本真弘 [18],[19])．この
とき，N が G/K の等焦部分多様体 (equifocal submanifold)であるこ
とと N̂ = ϕ−1(π−1(N))がヒルベルト空間 V のプロパーフレッドホル
ム等径部分多様体であることは同値になることが知られている (Terng-
Thorbergsson 1995 [49])．

4. ラグランジュ部分多様体としてのR空間

前節 3のコンパクト対称対 (U,K, θ)において，R空間 L := K/KH

を考えた．さらに，今，UH := {a ∈ U | Ad(a)(H) = H}とおくと，コ
ンパクト等質空間M := U/UHは，一般化旗多様体（ケーラーC空間，
複素R空間）であり，標準埋め込み

ΦH : M = U/UH ∋ aUH 7−→ Ad(a)H ∈ Ad(U)H ⊂ g

をもつ．M = U/UH上には，ωH(X,Y ) := ⟨[H,X], Y ⟩ によって定義さ
れた不変シンプレクティック形式 ωH，それと適合した不変複素構造お
よび不変ケーラー構造を入れることができる．このとき，R空間 Lの
ケーラーC空間M への自然な埋め込み（canonical embedding）

ιH : L = K/KH ∋ aKH 7−→ aUH ∈ M = U/UH

は，ラグランジュ埋め込みである．また，θ(UH) = UH だから，M =
U/UH 上の対合的微分同相写像

θ̂H : M = U/UH ∋ aUH 7−→ θ(a)UH ∈ M = U/UH
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が誘導される．θ̂Hは，反シンプレクティックで反正則なMの等長変換
である．また一方，シンプレクティック多様体 (M,ωH)の上への U の
自然な左群作用は，運動量写像 µU := ΦH : M → g ∼= g∗ をもつハミル
トン群作用であり，さらに，(M,ωH)の上へのK ⊂ U の自然な左群作
用は，運動量写像 µK := πk ◦ ΦH : M → g ∼= g∗ をもつハミルトン群作
用である．このとき，

(4.1) ιH(K/KH) = Fix(M, θ̂H) = µ−1
K (0)

が成り立つ ([30])．さらに，コンパクト対称空間 U/Kの仕組みを使っ
て，R空間の自然な埋め込み ιH : L = K/KH → M = U/UH は，
Y.-G.Ohの意味での大域的タイトなラグランジュ部分多様体であるこ
とを示すこともできる ([31]). また，R空間 L = K/KH の同型類の
中で H ∈ aを取り換えて，(M,ωH)に入る不変ケーラー計量をアイ
ンシュタイン-ケーラーにすることができ，そこで小野肇の結果 ([37])
を適用することができ，R空間のアインシュタイン・ケーラーC空間
への自然な埋め込み ιH : L = K/KH → M = U/UH の最小マスロ
フ数のリー理論的公式を得た ([30])．幾つかの具体的な計算例も与え
ている．2節での g = 1および 2に対する等径超曲面のガウス像は，
(U,K) = (SO(m1 +m2 +2), SO(m1 +1)×SO(m2 +1))の場合のR空
間の自然な埋め込み ιH として与えられることで関係する．

5. 複素部分多様体とR空間

複素射影空間CP n内の第 2基本形式が平行（∇∗αM = 0）な複素部
分多様体M は，中川久雄-高木亮一 1976 [27] によって分類された．竹
内勝 1984 [46] はエルミート型ジョルダン 3重系理論による別証明をし
ている．π : S2n+1(1) → CP nをホップ束写像とする．

Cn+1

∪
S2n+1(1)

π π S1

CP n

-M̂ = π−1(M)
φ̂

? ?
S1

M
φ

-

定理 5.1 (O.[32]). CP nの任意の複素部分多様体M に対して，TM̂ 上
に非自明な（レビ-チビタ接続でない）標準接続∇cが存在して,

∇cαM̂ = 0 ⇐⇒ ∇∗αM = 0 .

となる．

そこで，Olmos-Sánchezの定理 3.1とM のU(n+1)対称性・既約性
の微分幾何的議論によって，次が得られる：
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系 5.1 (竹内勝 [46]). 複素射影空間CP n内の第 2基本形式が平行な複
素部分多様体Mは，コンパクト型既約エルミート対称対に附随したあ
るR空間のホップ束写像 πによる射影として得られる．

さらに，コンパクト型既約エルミート対称対に係るルート計算によっ
て具体的にM を決定して，中川-高木の定理 [27]を得ることができる．
その際, [43]の結果は有用である．

注意 . Jong Taek Cho(全南大学), 橋本要 (阪市大数学研)との共同研究
において，四元数射影空間の第 2基本形式が平行な全複素部分多様体
M に対しても同様な結果を得ている（本シンポジウムの橋本要氏の講
演）．また，ごく最近，上述の標準接続∇cと佐々木幾何学（奥村正文
のM 接続）との関係も明らかになった（O. [33]）．
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