
超流動 4Heにおける量子渦の非バルク的効果に
支配されたダイナミクスの理論的研究

( Theoretical study of dynamics of quantized vortices governed

by non-bulk effects in superfluid 4He )

理学研究科
数物系専攻

令和5年度

中川　朋
(Nakagawa Tomo)





要旨

超流動ヘリウム 4は代表的なボース量子流体であり、そこで実現する量子渦が系の物性
に強く関わっている。量子渦研究は、境界などの効果があまり効かないバルク系が主とな
り、行われてきた。近年では、実験技術の向上もあり、微小な構造をもった物体の制御が
できるようになり、それを用いた量子渦研究が行われてきている。そこでは、境界へのピ
ニングや不純物のトラップなど非バルク的な効果で優位であると考えられている。本学位
論文では、実験系をモデル化し、数値シミュレーションを用いて解析する。内容は大きく
分けて 2つであり、「プレート状MEMS共振器中の量子渦ダイナミクス」と「帯電粒子を
トラップした量子渦のダイナミクス」である。

プレート状MEMS共振器中の量子渦ダイナミクス

MEMSは、Micro Mechanical Electro Systemsの略であり、非常に小さく軽い電気機械
デバイスを指しており、受ける力に非常にセンシティブに反応する。このようなデバイ
スが、近年超流動ヘリウム 4研究に用いられており、新たな観測事実が提供されている。
Barquistらはプレート状のMEMS共振器を用意し、超流動ヘリウム 4中にて剪断モード
で振動させ、その応答を調べ、振動の異常減衰など興味深い観測結果をあげた。
我々はこの背景には、プレートと基板の間に挟まれて存在する量子渦と量子渦のピニン

グが関わっていると考え、2つの平行な固体境界間に量子渦が存在する系を考え、固体境
界への量子渦のピニングを臨界角モデルと半球型ピニングサイトモデルという 2種類のモ
デルで記述した。このモデルを用いて、系の量子渦のダイナミクスの記述と実験事実の説
明を試みた。量子渦がプレートにピニングされている時、プレートの駆動とともに渦も
動かされる。その結果として、プレートの振動数がKelvin波のモードと一致していれば、
量子渦にKelvin波が励起されることが確認できた。また、複数渦が存在していることや
外部からの渦の注入も考慮に入れることで実験系での乱流の形成に関して調べた。その結
果、ピニングが効いている時、乱流の形成が阻害されることがわかった。実験の観測事実
に関しては、渦からプレートに与えられる張力を計算することで考察した。プレートの振
動によるKelvin波励起で減衰力が生じることがわかり、振動の異常減衰を定性的に説明
し、他の実験事実にも説明を与えた。

帯電粒子をトラップした量子渦のダイナミクス

Minowaらは、近年超流動ヘリウム 4内にシリコン微粒子を生成し、それらが量子渦に
トラップされることを利用して、量子渦の可視化に成功した。これは金属粒子で量子渦を
可視化した唯一の例である。系に電場を印加することにより、この系で生成されたシリコ
ン微粒子は一部帯電しているらしいことが、実験的に確かめられた。彼らは量子渦にその
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帯電粒子がトラップされている時に系に振動電場を印加するとKelvin波のような構造が
励起されることを発見した。
我々は、量子渦にトラップされた帯電粒子のダイナミクスをモデル化することで、Kelvin

波励起の様子を調べた。量子渦に帯電粒子が 1つトラップされている時、振動電場ととも
にKelvin波が確かに励起されることが、その分散関係などを調べることでわかった。ま
た、その励起の程度には強い有限サイズ効果があり、系が小さいほど実験でつかわれる振
動電場の振動数に対応したKelvin波モードが少なくなり、Kelvin波が励起されにくくな
ることがわかった。一方、単に帯電粒子が 1つトラップされている状況だけでは、Kelvin

波の振幅が実験で見られているものと比べて格段に小さくなった。そのため、粒子の帯電
量などの面から考察し、振幅が大きくなる要素を抽出することで原因を探った。
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Abstract

Superfluid 4He is a typical Bose quantum fluid, and quantized vortices that exist in

superfluid 4He are related to physical properties of the system. Studies on quantized

vortices have been conducted on bulk systems where the local effects, such as boundary

conditions and surface roughness of boundaries, do not work well. Recently, objects

with microstructure are controlled in superfluid 4He by improvement of experimental

techniques. The objects are applied to quantized vortex studies. In the studies, non-

bulk effects, such as vortex pinning to boundaries and impurity trapping to vortices, are

often dominant. In this thesis, the experimental systems are modeled and analyzed using

numerical simulation. There are two main topics: ”Dynamics of quantized vortices　 in

a plate-shaped microelectromechanical oscillator” and ”Dynamics of quantized vortices

trapping charged particles.”

Dynamics of quantized vortices　 in a plate-shaped microelectromechanical

oscillator

MEMS stands for Micro-Mechanical-Electro Systems, and is devices in micrometer

dimensions and low mass. Thus, MEMS is very sensitive. Such devices are applied to

superfluid 4He experiments, and new observation results have been found. Barquist et

al. prepared plate-shaped MEMS resonators, and oscillated them in a shear mode. They

observed their response, and found interesting results, such as anomalous damping.

We considered that the damping is related to vortices between the plate and a sub-

strate and vortex pinning. We assumed systems with vortices between two parallel solid

boundaries, modeled the vortex pinning by two methods: Critical angle model and Hemi-

spherical pinning site model. Utilizing these models, we attempted to describe the vortex

dynamics and reveal the experimental facts. When quantized vortices pinned to the plate,

the vortices are moved along with the plate drive. As a result, it was confirmed that Kelvin

waves are excited in the quantized vortex if the frequency of the plate coincides with the

mode of the Kelvin wave. We also investigated the formation of turbulence in the experi-

mental system by taking into account the presence of multiple vortices and the injection of

vortices from outside. The results showed that the formation of turbulence was inhibited

when the pinning was present. The observed facts of the experiment were discussed by

calculating the tension worked on the plate from the eddies. It was found that the Kelvin

wave excitation due to plate oscillation produces a damping force, which qualitatively

explains the anomalous damping of the oscillations and provides an explanation for the

other experimental facts.
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Dynamics of quantized vortices trapping charged particles

Minowa et al. recently produced silicon particles in superfluid 4He and used their trap-

ping in quantized vortices to visualize quantum vortices. This is the only example of

visualizing quantized vortices with metallic particles. By applying an electric field to the

system, it was experimentally confirmed that the silicon particles produced in this system

were partially charged. They found that applying an oscillating electric field to the system

when the charged particles are trapped in a quantized vortex excites a Kelvin wave-like

structure.

We investigated the Kelvin wave excitation by modeling the dynamics of a charged

particle trapped in quantized vortices. We found that when a single charged particle is

trapped in a quantized vortex, the Kelvin wave is indeed excited along with the oscillating

electric field by studying its dispersion relation and so on. It is also found that there is a

strong finite-size effect on the degree of excitation, and that the smaller the system is, the

fewer the Kelvin modes corresponding to the frequency of the oscillating electric field used

in the experiment are, and the Kelvin waves are less likely to be excited. On the other

hand, in the situation where only one charged particle is trapped, the amplitude of the

Kelvin wave is much smaller than that seen in the experiment. Therefore, we searched for

the cause by considering aspects such as the amount of charged particles and extracting

the factors that cause the amplitude to increase.
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第1章 導入

量子流体とは低温になることにより構成粒子の熱的ドブロイ波長が系の代表的な長さス
ケール (平均粒子間距離など)を上回り、量子力学的な特徴がマクロに現れた流体である。
そこでは、量子統計が優位になり我々の身の回りの流体とは大きく異なる物性がみられ、
低温物理学を中心に 20世紀前半から研究されてきた [1]。
量子流体は様々な系で実現する。超流動ヘリウム 4、超伝導体中の電子、超流動ヘリウ

ム 3、冷却原子気体、励起子も量子流体を構成する。さらには、宇宙物理学においても中
性子星の内部構造やダークマターも量子流体として記述できると言われており、量子流体
は幅広い分野から注目を集めている。超流動ヘリウム 4は量子流体の代表的な例であり、
液体ヘリウム 4を温度 2.17 K以下まで冷却した時に発現する。量子流体では、量子渦と
いう循環流が実現し、系の物性に深く関わっているとされている。しかしながら、量子渦
のダイナミクスは非常に複雑であるため、解析が難しく、数値シミュレーションが一つの
強力な研究ツールとなっている。
近年の超流動ヘリウム 4の実験では、実験技術の向上により、量子渦のピニング現象や

不純物など無視されることの多かった微小な構造が影響していると思われる現象が観測さ
れており、新たな物理が開拓されてきている。本研究ではそのような系の量子渦のダイナ
ミクスに着目し、数値シミュレーションを主として議論を行っていく。本章では、超流動
ヘリウム 4やその量子渦に関する導入、及び、研究状況について説明し、第 2章以降では
実際に行った研究を紹介する。

1.1 超流動ヘリウム4

ヘリウムは、現代に至るまで低温物理学のコアとなっている物質である。1908年、Kamer-

ling Onnesが気体ヘリウム4を温度4.2 K以下まで冷却すると液化することを発見し、1911
年にはそれを用いて水銀の超伝導を発見した。現代においては、液体ヘリウムは不活性性と
沸点の低さから冷媒として広く用いられている。1938年には、Kapitzaによって 2.17 K以
下で液体ヘリウム 4が粘性を消失する状態、超流動状態に転移することが発見された1[2]。
粘性がないことは、流れに対するエネルギーの散逸がないことを意味する。例えば、環状
の管にて流体を駆動すると、普通の流体であれば、粘性による散逸で流れが止まるが、超
流体では永久に流れ続ける。
そのような超流動状態では、非粘性流の他に２つ大きな特徴がある。１つが、長距離相

関から生まれる秩序変数、凝縮体波動関数である。凝縮波動関数は一般に
√
n0e

iθで表さ
れる。ここで n0と θはそれぞれ凝縮体密度と位相である。直感的な理解としては、系の
温度が下がることにより、系を構成する粒子の多くが低エネルギー状態を占有し (Bose-

Einstein condensate)、それぞれの熱的ドブロイ波長が伸びてコヒーレントに重なること

1Kamerling Onnesも冷却の過程で見てはいたらしい。
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により、系全体が巨視的な波動のような特徴を持つようになると考えられる。
もう一つが、量子渦の出現であり、本研究のメインテーマである。量子渦は循環が離散
化された回転流のことである。超流体でない通常の流体では、渦の循環は連続的で任意な
値をとり、粘性によって散逸される不安定なものである。一方超流動では、離散的な循環
を持つ量子渦が安定して存在している。この量子渦が超流動体の物性に強い影響を及ぼし
ていると考えられており、超流動ヘリウムの研究では 1つのメジャーな研究課題である。

1.2 Bose-Einstein凝縮
陽子 2つ、中性子 2つ、電子 2つからなるヘリウム 4はスピン 0の Bose粒子であり、

Bose-Einstein統計に従うため、十分に低い温度では巨視的な数の粒子が、最低エネルギー
状態に凝縮する。これをBose-Einstein凝縮と呼ぶ。一般的に十分低い温度で起こる超流
動状態はこのBose-Einstein凝縮と密接に関係していると考えられている2。相互作用のな
い理想Bose気体では、転移温度TB = (2πh̄2/mkB)(N/2.612V )2/3以下でBose-Einstein凝
縮を引き起こすとされている (kBはボルツマン定数)。一方、実在系の粒子は互いに相互
作用をし、超流動ヘリウム 4はいわゆる強相関系である。先ほどの式にヘリウム 4のパラ
メータを代入しても温度は 3.1 Kほどで実際の転移温度 2.17 Kを正確には予言しない。ま
た、ヘリウム 4は 0 Kに近づけても 10%程度しか最低エネルギー状態に凝縮しないこと
が知られている [3]。それでも、ヘリウム 4は超流動の特徴を示してくれている。
このようなとき、系は凝縮体密度 n0及び位相 θという 2つのパラメータで表される秩
序関数

Ψ(r, t) =
√

n0(r, t)e
iθ(r,t) (1.1)

で記述される。この秩序関数は相互作用が十分弱い冷却原子気体などの系では非線形
Schödinger方程式の一種であるGross-Pitaevskii方程式

ih̄
∂Ψ

∂t
=

(
− h̄2

2m
∇2 + V + g |Ψ|2

)
Ψ (1.2)

に従う。ここで V はポテンシャル、gは相互作用の係数である。しかし、液体ヘリウム 4

は非常に相互作用が強いため、このGross-Pitaevskii方程式ではダイナミクスを正確には
記述できない3。そのため、量子渦糸モデルなど別のアプローチからの数値研究が主流で
ある。

1.3 超流動ヘリウム4の素励起
超流動ヘリウム 4のような相互作用がある系では、しばしば素励起描像が用いられる。
素励起は一般に準粒子という形で表され、Landauは比熱の温度依存性からフォノンとロ
トンという準粒子を用いて励起スペクトルを提唱した。図 1.1のように、波数が低い領域は
フォノンによる分散関係 ω = ck(c ≈ 238 m/sは音速)が、波数が高くなると k ≈ 1.9 Å

−1

における極小がロトンにより現れる。このスペクトルはのちに中性子散乱の実験で確かめ
られている [6]。

2厳密には、超流動状態であることは Bose-Einstein凝縮が起こっていることの必要条件でも十分条件で
もない。

3近年では、長距離相互作用を取り入れて記述しようとする試みもある [4, 5]
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フォノン

ロトン

Landau臨界速度

図 1.1: ヘリウムの素励起の分散関係の概念図

この素励起描像から超流動ヘリウム 4が不安定になる Landau臨界速度を求めることが
できる。管の中で超流動ヘリウムが速度 vsで流れているとする。このときのエネルギー
を ϵ′とする。次に流体が静止している座標系を考える (管が−vsで動いている)。このと
き運動量 pを持つ素励起のエネルギーは p · vs変化して

ϵ′ = ϵ+ p · vs (1.3)

このとき、ϵ′ < 0であれば準粒子が存在することで系のエネルギーを減少させるため、無
数に準粒子が生成され、超流動が不安定になる。このときの最小の超流動速度 vcは

vc = min
ϵ(p)

p
≈ 60 m/s (1.4)

となる。これは原点から、ロトンの極小に引いた接線の傾きに対応している。この傾きを
超えた時に、ロトン付近の素励起が現れ、超流動が崩壊する。

1.4 2流体モデル
流体の粘性を測定する方法はいくつもあり、超流動ヘリウム 4にも様々な方法が適用さ

れてきている。Wilhelmらは毛細管を通る流体の速度で粘性を観測した [7]。毛細管での
平均流速は d2∆P/8ηlという形で表せる。ここで d、l、ηはそれぞれ毛細管の半径、長さ、
流体の粘性である。また∆P は l離れた場所の圧力差である。つまり、この実験では圧力
差∆P と流速を測定することで粘性が計算できる。彼らは転移温度以上では有限の粘性を
観測したが、転移温度以下では圧力差に依存しない流れを観測し、粘性が無くなることが
わかった。一方、Burtonらによる回転粘性計実験では異なる結果が得られた [8]。彼らは
2重の円筒容器の間に液体ヘリウムを満たし、内側の円筒を回転させることで受けたトル
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クから粘性を測定した。古典的な流体では当然ながら測定方法による粘性の違いはあって
はならない。しかし、超流動ヘリウム 4では、やはり転移温度以上では粘性が有限であっ
たが、転移温度以下でも有限の粘性が測定された。
この結果を経て、LandauやTizsaは有限温度の超流動ヘリウムでは粘性がない超流動成
分と粘性のある常流動状態が混在している 2流体モデルを考案した [9, 10]。このモデルで
は、超流動ヘリウム 4の物理は現象論的に最低エネルギー状態に凝縮した成分である超流
動成分と、素励起による常流動成分の 2成分の混合流体であると仮定している。T > 1 K

では、準粒子の密度が大きくなり、流体力学的な描像が適用でき、それが常流動を形成し
ている。この描像が正しいとすると、毛細管による粘性測定では、超流動成分が毛細管を
粘性なしで流れているため粘性が測定されず、回転粘性計では、常流動の粘性応力が働く
ため、粘性が測定されていたことになる。液体ヘリウム 4は温度 2.17 Kにて超流動ヘリウ
ムに転移し、その内の超流動成分の密度 ρsは温度が下がるにつれて増加し、常流動成分は
ρnは減少する。この時、密度の和 ρ = ρs + ρnはおおよそ一定を保っており、145 kg/m3

ほどである。この密度の割合の温度変化は実際にAndronikashviliによって複数の円盤を
つけたねじれファイバーを用いて測定された。円盤の間隔は常流体の侵入長に比べて小さ
いため、常流体はファイバーのねじれとともに動く。この時の慣性モーメントを測定する
ことで、常流体の割合がわかる。
次章で導入される量子渦が存在しない時、超流動速度場 vs、常流動速度場 vnは、

ρs

[
∂vs

∂t
+ (vs · ∇)vs

]
= −ρs

ρ
∇P + ρss∇T +

ρnρs
2ρ

∇ (vn − vs) (1.5)

ρn

[
∂vn

∂t
+ (vn · ∇)vn

]
= −ρn

ρ
∇P − ρns∇T − ρnρs

2ρ
∇ (vn − vs) + ηn∇2vn (1.6)

で記述される。sは常流体のエントロピー密度、P、T は圧力と温度である。量子渦が存
在する時には、それを介してこれらの間に相互摩擦が働き、その式はHVBK(Hall-Vinen-

Bekharevich–Khalatnikov)方程式と呼ばれる。

1.5 量子渦
先にも示したように、超流動のダイナミクスは凝縮体波動関数Ψ =

√
n0e

iθにより支配
されている。これにより、超流動の運ぶ運動量密度 jは

j =
h̄

2i
(Ψ∗∇Ψ−Ψ∇Ψ∗) = mn0vs (1.7)

となる。ここで h̄、m、vsはそれぞれ、ディラック定数 (プランク定数 hを 2πで割ったも
の)、ヘリウム 4原子の質量、超流動速度である。これより、超流動速度 vsは

vs =
h̄

m
∇θ (1.8)

と、位相の勾配で記述される。この時、超流動体で満たされた単連結領域を考えると渦
度 ω = ∇ × vは ω = ∇ × vs = (h̄/m)∇ × ∇θ = 0より渦なし流れである。この時循環
Γ =

∮
C
∇× v · dlももちろんゼロである。しかしながら、超流動体が排除された多重連結
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領域 (超流動体以外の物体が存在していたり、単純に超流動体が満たされていない領域が
存在する)の場合はその限りではない。この時、循環は

Γ =

∮
C

vs · dl =
h̄

m

∮
C

∇θ · dl

=
h̄

m
× 2πn (n = 1, 2, 3, · · · ) (1.9)

= κn (1.10)

となる。ここで、θの一価性を用いた。一般的に超流動ヘリウム 4中では量子渦は回転
の中心のみ超流体が排除されることで実現している。ここで κ ≡ h/mは循環量子と呼ば
れ、量子渦を特徴付ける重要な量である。超流動ヘリウム 4では、この循環量子の値は
κ ≈ 9.97× 10−8 m2/sである。
量子渦のエネルギーを簡単に見積もる。循環 Γを持つ量子渦が一本、半径Rの円筒容

器の中心に存在しているとする。エネルギー密度は超流動の密度と速度場を ρs、vsとそ
れぞれおくと、ρsv

2
s/2と表される。これより単位長さあたりのエネルギー ϵは、中心から

距離 rでの超流動速度が Γ/2πrとなることに注意すると

ϵ =

∫
1

2
ρsv

2
s =

ρs
2

∫ R

a

(
Γ

2πr

)2

2πrdr =
ρsΓ

2

4π
ln

(
R

a

)
(1.11)

と計算できる。ここで aは渦芯の大きさである。この単位長さあたりのエネルギーは力の
次元を持ち、渦による張力と等価である。これから、量子渦のエネルギーは ϵ ∝ Γ2 ∝ n2

となることがわかる。つまり、nが大きい渦がエネルギーが高く、より nの小さい渦が複
数存在した方がエネルギーが低く安定である。よって、n = 1の渦が安定的に存在すると
考えられる。
超流動体は非粘性流体であるため、Kelvinの渦定理が成立する。Kelvinの渦定理とは、

非粘性流体が、ポテンシャル流によって駆動され、密度が圧力のみの関数になるバロト
ロピー流体 (液体ヘリウムは一般的に非圧縮性流体であるためこれに当てはまる)の場合、
流体粒子とともに動く循環が保存される定理である。簡単な導出を見ておく。循環Γの物
質微分をとる。

DΓ

Dt
=

∮
C

Dv

Dt
· dl +

∮
C

v · Ddl

Dt
(1.12)

それぞれの項について考える。第一項のDv/DtはポテンシャルΩで駆動されたEular方
程式Dv/Dt = −(1/ρ)∇P −∇Ωより

Dv

Dt
= −1

ρ
∇P −∇Ω (1.13)

となる。ここで P は圧力である。第 2項はDdl/Dt = d(Dl/Dt) = dvなので、

DΓ

Dt
=

∮
C

(
−1

ρ
∇P −∇Ω

)
· dl +

∮
C

v · dv (1.14)

= −
∮
C

1

ρ
dP −

∮
C

dΩ +

∮
C

d
|v|2

2
(1.15)

= 0 (1.16)

となる。ここで、ρ、P、Ω、vが全て一価であることを用いている。この定理からわかる
ことは、非粘性流体中では渦は不生不滅であり、流れ場にしたがって「凍ったように動く」
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ことである。この時、互いに接近した 2本の渦が繋ぎ換わる現象、再結合が封じられる。
しかしながら、超流動で満たされない領域があるためか、数値的及び実験的に確かに量子
渦で再結合がおこっていることが観測されている。

1.5.1 量子渦の観測

超流動ヘリウム 4中での量子渦の観測は 1961年Vinenが初めて成功した [11]。円筒容
器の中心に細いワイヤーを張り、2重連結領域を作り出した。超流動転移前の液体ヘリウ
ムをワイヤーを張った部分を軸に容器ごと回転させた後、冷却し、中心に量子渦を作り出
した。それに加え、Vinenは静磁場中に交流電流をワイヤーに流すことでローレンツ力で
ワイヤーを振動させた。ワイヤー周りに回転がなければ、ワイヤーは右に回るモードと左
に回るモードが縮退している。もし、回転流があれば、ワイヤーにMagnus力が加わり、
その縮退がとけ、ρsκ/πM の振動数の差が生まれ、円偏波となる。ここでM はワイヤー
の単位長さあたりの質量とワイヤーによって排除された流体の質量の半分の和である。こ
れにより、確かに循環 h/m4(m4はヘリウム 4原子の質量)に強いピークを持つことが確認
された。
循環の観測からさらに進展し、量子渦はMaryland大学のBewleyらによって 2006年に
可視化された [12]。彼らは転移前の液体ヘリウムに水素ガスを注入し、ミスト状の固体粒
子群を生成した。この状態では粒子は散らばった状態であるが、超流動転移後は粒子が線
のように繋がった構造が見られた。これは、超流動転移するとともに系に量子渦が現れ、
その周りの強い回転のおかげで粒子がBernoulli圧力4により渦の芯付近にトラップされて
いるためであると考えられる。また、系を容器ごと回転させると、粒子が回転軸と平行に
並び、格子を形成した。これは、量子渦が規則的に並んだAbrikosov格子である。実際に
これがFeynman則5と一致していたことから、線上に並んだ粒子は量子渦上にトラップさ
れたものであると断定された。彼らはさらに、実際に量子渦が再結合する様子を撮影する
ことにも成功した。量子渦を特徴付ける量 κから次元解析的に再結合した渦の間の距離
d(t)は時間変化し、

d(t) =
√
κ(t− t0) (1.17)

に従うと予想した。ここで t0は渦が再結合した時間である。実際に実験から得られたデー
タを α(t− t0)

βでフィッティングすると、β = 0.45± 0.07、α ≈ 2.3
√
κと式 (1.17)と近い

値が得られている。
可視化実験はこの後 Florida州立大学 [13]、大阪大学 [14]などでも行われている。大阪
大学のグループはレーザー光をシリコンにあてシリコンの微粒子を生成する技術を用い
て、超流動ヘリウム 4中に生成した。シリコン粒子は水素粒子と同様に量子渦にトラップ
され、再結合も観測された。シリコン粒子は水素粒子より密度や反射係数が高く、これか
ら様々な観測が行われていくと予想される。この実験に関しては第 3章にて詳しく述べる。

4Bernoulliの定理から圧力 P は流速 vに対して 2次関数的に減少する。
5渦の面密度 nv が格子の回転速度 Ωに対して nv = 2Ω

κ となる法則。
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1.5.2 量子渦のダイナミクス

0 Kにおけるダイナミクス

この章では、量子渦の運動を考える。まず、温度 0 K(常流体なし)、境界なし、外場な
しのシンプルな場合を考える。非圧縮性∇ · vs = 0及び渦度の定義ω = ∇× vsを用いる
と、∇× ω = −∇2vsという形の Poisson方程式になる。よって、渦が作る超流動速度場
vsはBiot-Savartの法則により与えられ、

vs(r, t) =
1

4π

∫
ω(x)× (r − x)

|r − x|3
dx (1.18)

で計算できる。超流動ヘリウム 4の渦芯は 0.1 nmほどの微細な構造を持つ。これは実験
系の典型的なスケールに比べて十分小さいため、1次元的に渦芯が局在しているように仮
定するモデル、量子渦糸モデルが良く適用できる。渦度は局在していて、デルタ関数的に
ω(x) = κ

∫
L
s′(ξ)δ (x− s(ξ)) dξ(ここで s(ξ)は量子渦の位置をパラメータ ξで表示したも

のであり、s′ = ds/dξで渦度の向きの単位ベクトル)とかけるとすると、

vs(r, t) =
κ

4π

∫
L

s′ × [r − s(ξ)]

|r − s(ξ)|3
dξ (1.19)

となる。Kelvinの渦定理により、量子渦は他の寄与がなければこの自身が作る速度場に
よってのみ運動する。
ここで、簡単なケースを考える。無限に長い直線渦を考えると、親指の向きを渦度の向

き、その他の指の向きが流れの向きを表す右ネジの法則で流れが表される。さらに反平行
(渦度の向きが逆)な 2本の直線渦があったとすると、お互いが作る速度場により両者は同
じ方向に平行に進む (図 1.3(a))。その速さは距離 rとすると、κ/2πrである。一方で、平
行な 2本の直線渦がある場合は、それらは 2点の重心を中心として速度 κ/2πrで回転する
(図 1.3(b))。
次に渦が円状になった渦輪を考える。量子渦は一般に∇ ·ω = ∇ · (∇× vs) = 0より境

界に当たって途切れるか、閉じる形になっている。閉じた円状の渦輪の運動を考えるため
に式 (1.19)に対して自己誘導近似を導入する。渦のある点 s(ξ0)を考える。この点の周り
で距離Rほどの積分を考え、展開すると

vs,local =
κ

4π

∫ R

a

s′(ξ0)× [s(ξ0)− s(ξ)]

|s(ξ0)− s(ξ)|3
dξ (1.20)

≈ κ

4π

∫ R

a

s′(ξ0)×
[
(ξ − ξ0)s

′ + (ξ−ξ0)2

2
s′′
]

|s(ξ0)− s(ξ)|3
dξ (1.21)

≈ κ

8π

∫ R

a

dξ

ξ − ξ0
s′ × s′′ = βinds

′ × s′′ (1.22)

とかける。s′′は曲率半径R0の逆数 1/R0の大きさを持つので、半径R0の渦輪はその大き
さに反比例した速度 βind/Rで進んでいく (それぞれのベクトルの概念図は図 1.2に示され
ている)。進行方向は右手の親指以外の指を渦輪の巻き方向に向けた時の親指の向きであ
る (図 1.3(c))。
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図 1.2: 渦上の点 sに対する接線ベクトル s′、法線ベクトル s′′及び s′ × s′′の概念図

(a)反平行な渦 (b)平行な渦 (c)渦輪

図 1.3: (a)反平行な渦、(b)平行な渦及び (c)渦輪のそれぞれの運動の概念図
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T[K] α α′

1.0 0.006 0.003

1.1 0.012 0.006

1.2 0.023 0.011

1.3 0.036 0.014

1.4 0.052 0.017

1.5 0.073 0.018

1.6 0.098 0.016

T[K] α α′

1.7 0.127 0.012

1.8 0.161 0.008

1.9 0.21 0.009

2.0 0.29 0.011

2.05 0.36 0.003

2.10 0.50 -0.030

2.15 1.09 -0.27

表 1.1: 相互摩擦パラメータの値 [17]

有限温度におけるダイナミクス

一方、有限温度の場合、2流体モデルの描像が適用されて、量子渦は常流動成分と相互
作用する。この時、渦の回転によるMagnus力 fM 及び量子渦とその周辺の常流体との相
互摩擦力6fDが渦に働き、

fM = ρsκs
′ ×
(
ds

dt
− vs

)
(1.23)

fD = −γ0

(
ds

dt
− vn

)
− γ′

0s
′ ×
(
ds

dt
− vn

)
(1.24)

と表される [15, 16]。ここで γ0及び γ′
0は相互摩擦係数である。すると、運動方程式は

meff
d2s

dt2
= fM + fD (1.25)

となる。ここで有効質量meff ∼ ρsa
2なので、十分小さいと考えてよい。このとき式 (1.23)

より ds/dt = vs + s′ × fD/ρsκとなるので、計算すると運動方程式は

ds

dt
= vs + αs′ × (vn − vs)− α′s′ × [s′ × (vn − vs)] (1.26)

とかける [15, 17]。ここで係数 α及び α′は

α =
ρsκγ0

γ2
0 + (ρsκ− γ′

0)
2 (1.27)

α′ =
γ2
0 − γ′

0 (ρsκ− γ′
0)

γ2
0 + (ρsκ− γ′

0)
2 (1.28)

である。これらのパラメータは温度に依存し、値は表に示されている7。
これに、外部流 vs,a及び境界による速度場 vs,bが加わってくるので、一般に、

ds0
dt

= vs,BS + vs,b + vs,a (1.29)

ds

dt
=

ds0
dt

+ αs′ ×
(
vn −

ds0
dt

)
− α′s′ ×

[
s′ ×

(
vn −

ds0
dt

)]
(1.30)

6渦の進む方向及び進む方向と渦の両方に垂直な成分を現象論的なパラメータで記述している。
7ここの計算は少しややこしいので、付録 Aに示している。
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図 1.4: 量子乱流の概念図。それぞれの線が量子渦の芯を表し、複雑に絡み合っている。

という運動方程式に従う。有限温度における渦の運動も考えてみる。簡単のため、α′の
項を無視する。外部流や境界の影響がない時、平行な渦はBiot-Savartによる並進に加え、
ακ/2πrにて引き寄せ合う。反平行な場合はこれとは逆で斥力が働く。渦輪についても考
える。渦輪の半径をRとすると、

dR

dt
≈ α

(
vn − vs,a − vs,b −

βind

R

)
(1.31)

となる。境界の影響や流れ場がない時、この微分方程式は R =
√
R2

0 − 2αβindという解
を持つ (R0は渦輪の初期半径)。よって渦輪は相互摩擦により縮められる。渦の寿命 TRing

と、消えるまでに進む距離 dRingはそれぞれ

TRing = R2
0/2αβind (1.32)

dRing = R0/α (1.33)

となる。一般には、流れ場があるので、相互摩擦の影響で渦輪を膨張させる事もあること
には注意が必要である。

1.6 量子乱流
乱流は流体の強く乱れた流れを指し、我々の身の回りの流体の流れはほとんど乱流と
言っても過言でないほどありふれた現象である。その一方で、乱流はその複雑性から、完
全な理解は困難を極めており、古典物理の未解決問題の１つとされている。実際、乱流と
密接に関係しているとされているNavier-Stokes方程式の一般解と解のなめらかさはクレ
イ数学研究所のミレニアム懸賞金問題の未解決問題となっている [18]。
その中でも、量子乱流は超流動体の強く乱れた流れを指す。量子乱流は一般に量子渦が
複雑に絡み合うことで構成され、量子渦タングルとも呼ばれる (図 1.4)。一方で、超流動
体以外の乱流である古典乱流では、乱流の構成要素である渦は不安定なものであり、明確
に定義することが難しい。そう言った意味で、渦が明確な量子乱流は要素還元的な記述が
でき、古典流体よりも取り扱いが容易である。量子乱流は乱流の典型的な模型として期待
できる。以下では、量子乱流の近年の研究を紹介する。
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1.6.1 Bulk系からLocal系へ

量子乱流研究は、境界の効果などに影響されにくいBulk系を主として研究が主に行わ
れてきた。熱対向流がその代表例である。熱対向流とは超流動ヘリウム 4中に熱源をおい
た際に常流動と超流動が互いに逆方向に流れる現象である。ヒーターの熱はエントロピー
を持つ常流体によって輸送され、常流体はヒーターから離れる方向に流れる。それと同
時に超流体は運動量流束について j = ρsvs + ρnvn = 0が成立するように、常流体と逆向
きに流れる。この時、量子渦は強くかき混ぜられ、量子乱流が生成される。この熱対向流
の研究は長年行われてきており、実験的にはVinenが初めて観測し [19–22]、数値シミュ
レーションでは Schwarz[23]やAdachi[24]が周期境界条件を用いて量子乱流を記述してい
る。一方で、近年は実験技術の向上もあり、境界や超流動ヘリウム中に浸された物質など
の Localな効果が無視できないような物理が見られている。いくつか有名な例を挙げる。

振動物体による乱流生成

超流動ヘリウム中で物体を振動させ、局所的に量子乱流を作る試みは古くから行われて
いる。初めて行われたとされているのが Jägerらにによるもので、球状の永久磁石 (SmO5)

を超伝導電極で浮上させ、振動電場を与えて振動させた [25]。振動にかかる力を係数 λを
用いてF = λvと速度に線型であると仮定する。超流動ヘリウム中のフォトンやロトンと
いった準粒子の密度が高く 2流体モデルで表せるような 1 K以上の高温領域では、ストー
クスドラッグにより

λSt = 6πηnR

(
1 +

R

δ

)
(1.34)

と表せる。ここで、ηn、R、δ(=
√

2ηn/ρnω)はそれぞれ常流動の粘性、球の半径、粘性侵
入長である。一方、低温領域では常流動に流体力学的描像が働かなくなり、準粒子の弾性
散乱による力が働く。この時係数は

λph =
2π2(kT )4

45h̄3c4
πR2 for phonons (1.35)

λr =
h̄k4

0

3π2
exp

(
−∆

T

)
πR2 for rotons (1.36)

となる。ここで k、c、k0、∆はそれぞれ、Boltzman定数、第一音波音速 (≈ 238 m/s)、ロ
トン波数及びロトンギャップである。
一方で、彼らは球の駆動力を上げていった。駆動力を上げると一般に振動速度はそれに

応じて上昇していく。しかし、ある速度を超えると突然速度が大きく下がる実験結果が得
られた。これは従来の流体力学の枠組みでは理解できないものであり、球の周りに局所的
に量子乱流が発生し、渦の伸長に振動のエネルギーが使われているためであると考えら
れる。その後、ワイヤーやクォーツフォークなど様々な系で同様の測定が行われ [26–36]、
量子乱流の生成と思われる速度低下が見られている。しかし、まだ速度低下の明確なメカ
ニズムはわかっていない。

熱対向流におけるHagen-Poiseuille流とTail-flatten流

Florida州立大学のGuoらの実験グループは、熱対向流が発生している管にフェムト秒
レーザーを照射し、He∗2粒子を生成した [37]。このHe∗2粒子は常流動速度場にしたがって
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運動し、13秒ほどで光を放出し、崩壊する。これによって常流動の速度場が可視化でき
るようになった [38]。加える熱流が小さい時、常流動速度場は壁付近で 0になり放物線上
に分布するHagen-Poiseuille流を示す。これは通常の粘性流体でも見られる一般的な流れ
である。一方で、さらに熱流を大きくすると、Hagen-Poiseuille流の壁面付近の速度が上
昇し、平坦化するTail-flatten流が見られた。これは超流動ヘリウム 4のみで見られてい
る特有の現象である。熱流をもっと強くすると、最終的には流れ場が不規則になる乱流状
態へと到達した。Hagen-Poiseuille流を第一の層流とすると、ここで見られたTail-flatten

流は未知の第二の層流と言える。Yuiらは常流動速度場をモデル化して量子乱流の生成を
シミュレーションしたり [39]、常流動と量子渦をカップリングした計算を導入することで
この研究に数値的にアプローチしている [40, 41]。

量子渦のピニング現象

量子渦のピニングは量子渦が系の不均質性によって固定される現象である。この現象は
凝縮体物理では頻出の現象で、超伝導体では量子化された磁束が不純物にピニングされ
る。また、中性子星の内部構造おける議論にも登場する。非常に高密度な中性子星内部で
は、中性子星超流体が実現しており、そこには量子渦がたくさん存在していると考えられ
ている。回転する中性子は電磁波を放出することで回転エネルギーが放出されていくので
観測されるパルスの頻度は時間と共に減少していく。しかし、ある時間で急激にパルスの
頻度が増加し、鋭いピークを示す (パルサーグリッチ)。これに対して、ItohとAnderson

は中性子内部の量子渦のピニングが関連しているとしたモデルを提唱し、説明を与えた
[42]。
超流動ヘリウム 4の量子渦のピニングは一般的に系の壁の表面粗さによって生じると考
えられている。代表的には壁の瘤にピニングされる描像があり、Schwarzにより最初にモ
デル化され、数値的に研究された [17, 43–45]。また、超流動ヘリウム 4の量子渦の芯はお
およそ 0.1 nmのごく小さい構造を持つので、量子渦にとっては実在するほとんどの系の
壁が粗い面であると考えても良い。ピニング現象は位相スリップ [46, 47]やスピンアップ
[48]、量子渦の歳差運動 [49]など様々な実験の考察に用いられている。

1.6.2 乱流の統計則

乱流は一見非常に複雑な現象であるが、古典流体ならNavier-Stokes方程式、超流体な
らGross-Pitaevskii方程式、先の量子渦の運動方程式など支配する方程式は明確であり、
ある一定の秩序を持っている。その秩序を抽出するために統計則が重要であると考えられ
ている。

Kolmogorov則

Kolmogorov則は一様等方な乱流のエネルギースペクトルが

E(k) = Cϵ2/3k−5/3 (1.37)

となる統計則のことであり、古典流体では最もよく知られた統計則である。ここで ϵと k

はそれぞれ、単位時間あたりのエネルギー注入量と波数である。Kolmogorov則の簡単な

22



導出は次元解析的にできる。まず、Navier-Stokes方程式から出発する。

∂v

∂t
+ (v · ∇)v = −1

ρ
∇p+ ν∇2v (1.38)

νは動粘性係数である。乱流を特徴付ける無次元量Reynolds数Reは慣性項 (v · ∇)vと粘
性項 ν∇2vの比で表される。特徴的な長さと速度をそれぞれL、U とすると、慣性項と粘
性項は U2/L及び νU/L2のオーダーになるので

Re =
UL

ν
(1.39)

となる。このReynolds数が大きいほど慣性項が優位になり、非線形効果が強く働くこと
で乱流が生じやすくなる。Reynolds数が大きい時、粘性はほとんど働かない。一方で、慣
性項は 1/Lに比例し、粘性項は 1/L2に比例することに注意すると、粘性項は長さスケー
ル Lが十分小さければ (kが十分大きい領域)優位になってくる。大きいスケール Lでエ
ネルギー注入をすると、この領域ではエネルギー散逸は働かずに、より小さいスケールへ
エネルギーが輸送される。十分小さいスケールになったエネルギーは粘性により散逸され
るという描像が考えられる。このエネルギー輸送が単位時間あたりのエネルギー注入量 ϵ

と動粘性係数 νに依存するとすると、次元解析的に

E(k) = ϵ1/4ν5/4f(k/ϵ1/4ν−3/4) (1.40)

となる。ここでエネルギースペクトルが粘性に依らない領域にあるとして、適切な fを選
ぶと、エネルギースペクトルが導出される。このKolmogorov則は古典乱流で幅広く観測
されている最も有名な統計則であり、量子乱流においても、Gross-Pitaevskiiモデルにて
確認されている [50, 51]。
このKolmogorov則は波数に対するスケーリング則であり、特徴的な長さスケールを持

たない。すなわち、乱流は波数空間における自己相似性を持つと思われる。一方で、乱流
の実空間における自己相似性は不明である。Kolmogorov則に対応して、Richardsonカス
ケードという大きな渦が小さく分裂していき、十分小さいスケールで散逸されるという描
像は知られているが、概念的な理解であり、確認はされていない。

壁付近での対数速度分布

古典流体力学でもう一つの著名な統計則が対数速度分布である。これは平板間を流れる
流体が乱流の時、壁からの距離 rにおける流体の平均速度は

u =
u∗

b
(log r + const.) (1.41)

という速度分布に従う。ここで u∗と bは特徴的な速度とカルマン定数で知られる値であ
る。この対数速度分布は古典乱流で実験的に確認されている。また、量子乱流においても
この法則がYuiらによって検証されており、対数的な速度分布が見られた [52]。

局所量子乱流の渦放出

振動物体から局所的な量子乱流が生成できることは前述した。大阪市立大学の実験グ
ループは振動ワイヤーを用いて超流動ヘリウムの研究を行っている。彼らは振動ワイヤー
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図 1.5: 局所的量子乱流の生成過程。黒い線で示された仮想的な直方体の両端 (x方向)から
渦が注入されている。注入頻度は 1000 Hz、注入渦輪の直径は 30 µmである。(a)から (d)

はそれぞれ異なる時間におけるスナップショットを表していて、注入開始から (a)0.02 s、
(b)0.06 s、(c)0.16 s、(d)0.40 sである。

の表面の粗さを調整することで、振動とともに容易に乱流を生成する乱流生成ワイヤー、
及び、振動速度を十分に上げても単体では乱流を生成しないが、外部から渦を受け取るこ
とで乱流を生成する渦検出ワイヤーを作成した。彼らはこれらのワイヤーを超流動ヘリウ
ム 4で満たされた実験セルに置き、振動させた。この系では、乱流生成ワイヤーの周りに
乱流が生成され、そこから渦が放出、渦検出ワイヤーがその渦を受け取り、乱流を生成す
る。このような過程で、量子乱流から放出される渦を検出する [36]。
その結果、大きく 2つの結果が得られた。1つは、量子渦がポアソン過程8にしたがって
放出されることである。すなわち、時間 tまでに渦が検出される確率 P (t)は

P (t) = 1− exp

(
t− t0
t1

)
(1.42)

という指数関数でよくフィッティングできる。ここで t0、t1は時間の次元を持つフィッティ
ングパラメータで、t1は渦の平均検出周期に対応する。2つ目は、渦の大きさが冪乗則に
従うことである。彼らは温度を変化させることで式 (1.33)より、量子乱流から放出された
渦輪が渦検出ワイヤーにできる最小初期直径 2R0を温度ごとに評価した。温度を変えて
t1を計算することで、渦輪の最小直径ごとの放出頻度がわかることになる。実際に検出頻
度 t−1

1 と最小直径 2R0をプロットした結果、冪乗則に従うことがわかった。これは量子渦
の放出が自己相似的であり、量子乱流が自己相似的な構造を持つ可能性を示唆している。
我々のグループは、数値的に量子渦を向かい合う 2方向から衝突させて図 1.5のように定
常な局所量子乱流を生成し、放出される渦輪を観察した [53]。簡単のため、系は温度 0 K

8一連のイベントが時間相関なくランダムに起こる確率過程
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としている。生成された量子乱流は渦の注入方向に対して垂直な方向に拡散し、円盤状に
成長する。我々は乱流の成長方向の十分離れた位置に仮想的な検出器をNdet = 2000個実
装した。時間 [0,t]の間に少なくとも 1つ渦を検出している検出器の数をN(t)とすると、
時間 tまでに渦を検出している割合 (確率)は P (t) = N(t)/Ndetと定義できる。これを実
際にプロットすると、実験と同様の統計則が得られることがわかった。つまり定常状態の
局所量子乱流は確かに Poisson過程にしたがって量子渦を放出している。
そこから得られた量子渦の検出頻度を最小サイズごとにプロットすると、冪乗則に従

うことも確認し、定性的な一致を得た。一方で、実験では冪指数は−1.5から−2.5程度
だったのに対して、このシミュレーションでは−0.86から−1.03程度であった。このシ
ミュレーションにおける渦注入における生成エネルギーは 0.1 pW程度であり、実験にお
ける値と比べて 2から 4桁ほど小さく、シミュレーション的にスケールを維持したままこ
れ以上の注入を行うことは困難である。また、ワイヤーのジオメトリーをシミュレーショ
ンで忠実に再現することは難しい。これらの事情から定性的な一致にとどまっている。
我々はさらに、局所量子乱流の内部構造を調べた [54]。パターンの微細な構造を定量化

するフラクタル次元Df は

Df = − ln (N(δ)/Nmin)

ln (δ/δmin)
(1.43)

で定義される。δは長さスケールでN(δ)はその長さスケールにおける構造の数である。数
値的にはボックスカウント法というアルゴリズムを用いて行う [55]9。これによると、渦
密度が十分小さい時は、Df = 1の 1次元的な渦糸の特徴が強く現れるのに対し、密度が
高くなるとDf ∼ 1.8となった。また、局所乱流の渦輪のサイズ分布を調べ、一部分の大
きさの範囲では、冪乗則に従うことを見出した。しかし、これらと、放出渦輪の冪乗則と
を結びつけることには成功していない。

1.7 Kelvin波
Kelvin波は渦芯に現れる周期的な揺らぎのモードである。Kelvin波はその名前の通り

Kelvin(Thomson)によって非圧縮非粘性流体に対して提唱された。超流動体では主に渦
芯がヘリカルな構造を描き、自らの誘導速度で動く波が考察され、盛んに研究されている
[56–60]。

1.7.1 分散関係

ここではKelvin波の特徴的な振動数 ωと波数 kの関係、すなわち、分散関係を議論す
る。Kelvin波の分散関係を導出する方法いくつかはあるが、おおよそ、

ω ≈ βindk
2 ≈ κk2

4π
log

(
1

ka0

)
(1.44)

となる。ここで、a0が非常に小さい超流動ヘリウム 4系では、logの部分はほぼ定数とし
て扱える。ここからは、本質は同じであると思うが後学のためにいくつかの導出をまとめ
ておく。

9詳しくは付録 B参照
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自己誘導速度からの導出 [61]

z軸を中心としたヘリカルな渦を仮定する。この時、渦芯の座標は、振幅を ϵ(t)として

s = (ϵ(t) cos(kz − ωt), ϵ(t) sin(kz − ωt), z) (1.45)

で表される。さて、自己誘導速度は βinds
′ × s′′で表された。今、z ∼ ξなので s′と s′′は

それぞれ

s′ = (−kϵ(t) sin(kz − ωt), kϵ(t) cos(kz − ωt), 1) (1.46)

s′′ =
(
k2ϵ(t) cos(kz − ωt), k2ϵ(t) sin(kz − ωt), 0

)
(1.47)

よって、s′と s′′は

s′ × s′′ ≈
(
−k2ϵ(t) sin(kz − ωt), k2ϵ(t) cos(kz − ωt), 0

)
(1.48)

ここで振幅 ϵの 2次以上の項は無視した。式 (1.30)の vs,b及び vs,aをゼロとすると

ω = βindk
2 (1.49)

ϵ(t) = ϵ(0) exp [α(vnk − ω)t] (1.50)

となることがわかる。式 (1.49)は分散関係であり、式 (1.44)と一致している。また、式
(1.50)から、外部流が無い時は相互摩擦によりKelvin波は指数関数的に減衰していく。一方
で、外部流がある時は波数によって減衰、増幅が別れる。特に熱対向流により、vnk−ω > 0

となり、Kelvin波が強く励起されることをDonnely-Glaberson不安定性と呼ぶ10[61]。

複素関数を用いた導出 [62]

ここでも、自己誘導速度から出発する。渦の位置を複素関数を用いて

ϕ = x(z, t) + iy(z, t) (1.51)

と表す。この時 dz/dξは

dz

dξ
=

dz√
dx2 + dy2 + dz2

(1.52)

=
dz√

dz2 + |dϕ|2
(1.53)

=

(
1 +

∣∣∣∣dϕdz
∣∣∣∣2
)−1/2

(1.54)

よって自己誘導速度の x成分と y成分は、d2z/dξ2 = 0に気をつけて

(βinds
′ × s′′)x = −

(
dz

dξ

)3
d2y

dz2
(1.55)

(βinds
′ × s′′)y =

(
dz

dξ

)3
d2x

dz2
(1.56)

10素励起描像的には Kelvin波の量子化、ケルボンが無数に生成されることで熱対向流が不安定になる。
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となる。これより、十分低温 (α, α′ = 0)及び外部流なしの運動方程式 ds/dt = βinds
′ × s′′

より

i
dϕ

dt
+ βind

(
1 +

∣∣∣∣dϕdz
∣∣∣∣2
)−3/2

d2ϕ

dz2
= 0 (1.57)

が導出できる。この式の解としてC exp[i(kz − ωt)]を仮定すると、

ω =
βindk

2

(1 + k2|C|2)3/2
(1.58)

振幅Cが十分小さいとすると、先ほどの分散関係と一致する。

古典流体において渦内に一様に渦度が分布している場合の導出 [63]

古典流体における議論を紹介する。非粘性非圧縮を仮定し、円筒座標のEular方程式及
び連続の方程式から出発する。動径 r、方位角 θ、高さ zとすると、Eular方程式は

−dp

dr
=

dṙ

dt
+ ṙ

dṙ

dt
− (rθ̇)

r
+ θ̇

dṙ

dθ
+ ż

dṙ

dz
(1.59)

− dp

rdθ
= r

dθ̇

dt
+ ṙ

d(rθ̇)

dr
+ ṙθ̇ + θ̇

d(rθ̇)

dθ
+ ż

d(rθ̇)

dz
(1.60)

−dp

dz
=

dż

dt
+ ṙ

dż

dr
+ θ̇

dż

dθ
+ ż

dż

dz
(1.61)

(1.62)

ここで、流体の密度 ρを 1としている、ρとして計算を進めても結果は変わらない。連続
の方程式は、

dṙ

dr
+

ṙ

r
+

d(rθ̇)

rdrr
+

dż

dz
= 0 (1.63)

この時、軸対称な回転と揺らぎを仮定する。

ṙ = ṽr cos kz sin(ωt−mθ) (1.64)

rθ̇ = T + ṽθ cos kz cos(ωt−mθ) (1.65)

ż = ṽz sin kz sin(ωt−mθ) (1.66)

p = P + p̃ cos kz cos(ωt−mθ) (1.67)

P =

∫
T 2dr

r2
(1.68)

ここで、速度の揺らぎ ṽr、ṽθ、ṽzは動径 rの関数で、T に比べて十分小さい。圧力の揺ら
ぎ p̃も rの関数である。式 (1.68)は式 (1.59)によるものである。この揺らぎを加えた時、
十分小さい項を無視すると Eular方程式は

−dp̃

dr
=

(
k −m

T

r

)
ṽr − 2

T

r
ṽθ (1.69)

−mp̃

r
= −

(
k −m

T

r

)
ṽθ +

(
T

r
+

dT

dr

)
ṽr (1.70)

ωp̃ =

(
k −m

T

r

)
ṽz (1.71)

(1.72)
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連続の方程式は
dṽr
dr

+
ṽr
r
+

mṽθ
r

+ ωṽz = 0 (1.73)

という形になる。これらを用いて p̃を消去し、ṽr と ṽθ を ṽz の関数として表すことがで
きる。

ṽr =
1

mD

(
ω −m

T

r

)[(
ω −m

T

r

)
dṽz
dr

− m

r

(
T

r
+

dT

dr

)
ṽz

]
(1.74)

ṽθ =
1

mD

[(
T

r
+

dT

dr

)(
ω −m

T

r

)
dṽz
dr

+
m

r

[
T 2

r2
− dT 2

dr2
−
(
ω −m

T

r

)]]
(1.75)

D =
2T

r

(
T

r
+

dT

dr

)
−
(
ω −m

T

r

)
(1.76)

今、T として、円柱型のRankine渦11を仮定する。r < aに渦度が一様に存在している時、
渦度の存在部分は剛体回転をし、それ以外の部分は 1/rに比例した速度で回転する。そ
れは

T =
Γr

2πa2
(r < a) (1.77)

T =
Γ

2πr
(r > a) (1.78)

で表される。ここで循環 Γは Γ =
∮
v · dlで定義され、積分経路は r = aの円である。こ

の時、ṽzは

dṽz
dr2

+
1

r

dṽz
dr

− m2ṽz
r2

+ ν2ṽz = 0 (r < a) (1.79)

dṽz
dr2

+
1

r

dṽz
dr

− m2ṽz
r2

− k2ṽz = 0 (r > a) (1.80)

とかける。ここで、νは

ν = k

√√√√4
(

Γ
2πa2

)2 − [ω −m
(

Γ
2πa2

)]2[
ω −m

(
Γ

2πa2

)]2 (1.81)

である。式 (1.79)の解は Bessel関数の組み合わせで、式 (1.80)の解は変形 Bessel関数の
組み合わせである。r → ∞で ṽz → 0の条件を課すと式 (1.80)の解は第 2種変形Bessel関
数 ṽθ = C2Km(kr)になる。また、渦内部 (r < a)においては正則な解として第 1種Bessel

関数 ṽθ = C1Jm(νr)が選ばれる。ここでC1、C2はどちらも任意定数である。さらに r = a

における ṽrと ṽzの連続性を導入すると、(
m
(

Γ
2πa2

)
− ω

) [(
m
(

Γ
2πa2

)
− ω

) (
dṽz
ṽzdr

)
int

+ 2m
a

Γ
2πa2

]
4
(

Γ
2πa2

)2 − [m ( Γ
2πa2

)
− ω

] = −
(

dṽz
ṽzdr

)
ext

(1.82)

これに解を代入すると、
J ′
m(q)

qJm(q)
+

m

q2λ
= − K ′

m(ka)

kaKm(ka)
(1.83)

11渦度が一様に分布する渦
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が得られる。ここで

λ =
m
(

Γ
2πa2

)
− ω

2
(

Γ
2πa2

) (1.84)

q2 = k2a2
1− λ2

λ2
(1.85)

である。今、興味があるのがm = 1の螺旋形を描く場合である。この時、ka, q ≪ 1を仮
定すると12、J1(x) ≈ x/2− x3/16の近似を用いて、J ′

1(q)/qJ1(q) ≈ 1/q2 − 1/4となる。ま
た、K1(x) ≈ 1/x+ x/2 [γ − 1/2 + log (x/2)](γ = 0.577)から、

− K ′
1(ka)

kaK1(ka)
=

1

k2a2

[
1 + k2a2

(
log

(
1

ka

)
+ 0.116

)]
(1.86)

となる。これらを式 (1.82)に代入すると、

ω = −Γk2

4π

(
log

(
e1/4

ka

)
+ 0.116

)
(1.87)

という形の分散関係になる。13

中空円筒渦の場合の導出 [61, 63]

先と同様に Eular方程式と連続の方程式を用いる。ある半径Rの円筒容器内に流体が
満たされているとする。ここでは渦を次のように仮定する。

T =
Γ

2πr
(1.88)

ṙ = 0 (r = R) (1.89)

p = 0 (渦の表面の近傍 (r = a+

∫
ṙadt)) (1.90)

ここで、ṙaは渦半径 a近傍の角速度 ṙである。また、渦の表面では等圧力であることを仮
定している。ここでの議論では、先の式 (1.80)が使え、解が変形 Bessel関数の組み合わ
せで表される。また、式 (1.74)-(1.76)を簡単にして、

ṽr = −1

k

dṽz
dr

(1.91)

ṽθ =
mṽz
kr

(1.92)

と表せる。ここで、rと θをある流体粒子の座標とすると、

θ =

∫
θ̇dt (1.93)

r =

∫
ṙdt+ r0 (1.94)

12波長が渦芯の半径と比べて十分大きいことを仮定している。超流動ヘリウム 4量子渦の場合はほとんど
の場合で満たされていいはずである。

13マイナスは波が渦の回転方向と逆向きに回転することを示している [63]。

29



r0は粒子の平均的な円軌道の半径である。式 (1.93)は

θ =
Γt

2πr2
(1.95)

なので、

ṙ = ṽr cos kz sin

(
ω − mΓ

2πr2

)
t (1.96)

となり、式 (1.94)から

r = r0 −
ṽr

ω − mΓ
2πr2

cos kz cos (ωt−mθ) (1.97)

よって渦表面は

r = a− ṽr(r = a)

ω − mΓ
2πa2

cos kz cos (ωt−mθ) (1.98)

となる。ここで、式 (1.91)より、

ṽr = − [C1I
′
m(kr) + C2K

′
m(kr)] (1.99)

C1、C2は定数、Imは第 1種変形Bessel関数である。また、これらを用いて式 (1.68)より、
円筒渦の表面 r = a近傍では

P =
T 2

r
(r − a) (1.100)

= a

(
Γ

2πa2

)2
1

ω − mΓ
2πa2

[C1I
′
m(ka) + C2K

′
m(ka)] (1.101)

となる。式 (1.90)より、式 (1.67)や式 (1.71)などを用いると

a

(
Γ

2πa2

)2

[C1I
′
m(ka) + C2K

′
m(ka)] +

(
ω − mΓ

2πa2

)2
m

[C1Im(ka) + C2Km(ka)] = 0 (1.102)

が導ける。容器の境界面 r = Rで ṽr = 0になる条件と r → ∞を仮定するとC1 = 0であ
る。また、螺旋系のモードm = 1を代入すると、

ω =
Γ

2πa2

(
1±

[
−kaK ′

1(ka)

K1(ka)

]1/2)
(1.103)

超流動ヘリウム 4量子渦でみられる分散関係はこの符号が−の場合である14。よって

ω = −Γk2

4π

[
ln

(
1

ka

)
+ 0.116

]
(1.104)

14符号 +の場合は渦の有効質量が効き、自己誘導速度の近似が有効でない場合に現れる [61]
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1.7.2 Kelvin波カスケード

大規模な渦の絡まり合いによって起きる大スケールから小スケールへのエネルギーの輸
送がKolmogorov則に見られたエネルギーカスケードであった。このように多数の渦で構
成された乱流はKolmogorov乱流と呼ばれる。一方で、より小さいスケール、つまり渦一
本ほどのスケールにおいてもエネルギー輸送が起こると考えられている。それが量子渦
上で励起されたKelvin波を介して起こるシナリオをKelvin波カスケードと呼ぶ。有限温
度では式 (1.50)に示されたように相互摩擦で減衰していく。一方で、絶対零度では、小ス
ケールにおけるフォノン放出で散逸されると考えられている。つまり、Kelvin波カスケー
ドがあった場合、低周波数に波を励起し続けた時、非線形相互作用で、より高い周波数
にKelvin波のモードが移動し、フォノン放出で散逸されるというストーリーがあり得る。
Vinenらは数値シミュレーションで、一本の量子渦に対し、一定の周波数で振動を加え、
その振幅スペクトルの変化を観察した [64]。その結果、初期段階では、加えた周波数に対
応したKelvin波に対応したピークのみが見られたが、時間が経つにつれて、大スケール、
小スケール双方にスペクトルが広がっていく様子が見られた。彼らは、振幅スペクトルを
k−3/2に比例するとした。また、エネルギースペクトルについてE ∼ k−1と想定した。そ
の後、2004年にはKozikらは波乱流の理論を用いてKelvin波のエネルギースペクトルは
E ∼ k−7/5と理論的に提唱した [65]。一方、L’vovらは同様の理論を用いてE ∼ k−5/3と
した [66]。彼らは激しい論争を繰り広げたようだが、決着したかどうかは知らない。

1.8 量子渦糸モデルの数値計算スキーム
ここでは、本研究で用いる量子渦糸モデルの数値シミュレーションについて導入する。

量子渦糸モデルは超流動ヘリウム 4の量子渦のダイナミクスを記述する上でこれまで大
きな成功を納めてきている。量子渦糸モデルは有限な太さを持つ量子渦の詳細構造を無
視して、渦の運動のみを運動方程式を解くことで記述する。実際、超流動ヘリウム 4の量
子渦の太さは 0.1 nm程度で、系の大きさに比べると十分に小さいと考えられる。実際に
量子渦糸モデルを用いて数値計算する上では、連続的な渦を表現することは難しいので、
渦は間隔 [∆ξmin,∆ξmax]の点の繋がりとして表現され、この各点について運動方程式を解
く。このモデルは、渦の生成消滅や再結合こそ、自然に記述することはできないが、アル
ゴリズム上でそれらを行うことで、シンプルに量子渦のダイナミクスを記述することがで
きる [17]。

1.8.1 Biot-Savart項の計算

それぞれの点に対して、式 (1.29)及び (1.30)を解くことで渦の時間発展を記述する。時
間発展は 4次の陽的Runge-Kutta法で解く。Biot-Savart項は式 (1.22)を用いて非局所項
と局所項に分けて計算する。これはある渦点 sでの速度場を計算するとき、距離の逆 2乗
に比例するBiot-Savart積分が数値的に発散することを防ぐためである。改めて、式 (1.29)

を書き直すと

ds0
dt

= βinds
′ × s′′ +

κ

4π

∑
i

∫
Li

dsi × (s− si)

|s− si|3
+ vs,b + vs,a (1.105)
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図 1.6: 渦点 sの隣接点 si+1及び si−1とベクトル l+と l−の概念図

という形で表される。ここでLiは点で離散化された各線素を表している。まず、局所か
ら考える。定数 βindは点 siの速度を求める時、前後の点 s+及び s−の 3点を円で近似し、
l+ = s+ − si、l− = s+ − s−と定義すると (図 1.6)、

βind =
κ

4π
ln

[
2
√
l+l−√
ea

]
(1.106)

となる。また、点 siでの s′i及び s′′i はそれぞれ、

s′i = d+i s+ + d−i s− (1.107)

s′′i = c+i s+ − c−i s− (1.108)

となり、計算すると

d±i =
l2∓

|l+l2− + l−l2+|

c±i =
a2±

|a+l+ − a−l−|2

a± =
1

2

l2+l
2
− + l2∓l+ · l−

l2+l
2
− − (l+ · l−)2

(1.109)

となることがわかる。また、非局所項の積分は点 siから離れた隣接した点 sj及び sj+1が
作る線素が siにつくる速度場 δvj

s,nonlocalは、

δvj
s,nonlocal =

κ

4π

(|Rj|+ |Rj+1|)Rj ×Rj+1

|Rj| |Rj+1| (|Rj| |Rj+1|+Rj ·Rj+1)
(1.110)

と書ける15。ここで、Rj = sj − si及びRj+1 = sj+1 − siである (図 1.7)。よって、式
(1.105)は

dsi
dt

= −βind,i(d
+
i c

−
i + d−i c

+
i )l+ × l− +

∑
j

δvj
s,nonlocal + vs,b + vs,a (1.111)

といった形に書き直せる。
15導出するには sj と sj+1 を結ぶ直線線素が si に作る速度場を考えれば良い。この辺りは電磁気学にお
ける電流が作る磁場の計算と同じである。詳しくは [67]を参照。
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図 1.7: 渦点 si及び sj、sj+1とベクトルRjとRj+1の概念図

非局所項は、各点において点の数N回の計算を要する。つまり、一連の計算にN2回の
オーダーの計算をしなくてはいけないため、計算の安定性を保ちつつ、点の数を増やしす
ぎないよう注意が必要である16。また、我々のコードは高速化のためにこの非局所項の部
分をOpenMPを用いて並列計算を行っている。

1.8.2 境界条件

次に境界による速度場 vs,bに関して記述する。量子渦糸モデルは一般的にメッシュ分割
による空間の離散化がない計算のため境界なしのシミュレーションも可能である。この場
合 vs,b = 0である。一方、よく使われる境界条件として、固体境界と周期境界があり、こ
こではこれらを紹介する。
固体境界は系の有限サイズ効果 (例えば、実験セルの壁など)を考慮する際に有効であ

る。この時、流体が壁に染み込まない条件

vs · n = 0 (1.112)

を満たさなければならない。ここで nは壁面における法線ベクトルである。そのため渦
によって作られる超流動速度場 vs,ωに対して、

(vs,ω + vs,b) · n = 0 (1.113)

を満たすような vs,bを印加する。境界が平面な場合、境界を隔てて鏡像渦を仮想的に設置
し、それらが作る速度場により境界条件が満たされる。ここで鏡像渦は、元の渦とは逆向
きである。鏡像渦の概念図は図 1.8に示している。一般的には、境界表面の粗さや平面で
ない固体境界も存在する。それらについては先の章で紹介する。
周期境界は十分大きな系の量子渦のダイナミクスを記述するときによく用いられる。一

般的に、四角い計算体積を仮定し、周期境界を課す方向に計算体積内と全く同じ渦の配置
を持つ計算体積を仮想的に置くことで vs,bを計算する。

16このモデルが使われ始めた当初は、非局所項を無視して、自己誘導速度のみを計算する近似が行われて
いた。少ない渦のダイナミクスであれば記述できるが、渦が多い乱流のような系を計算するとなると、渦同
士の相互作用がない影響で、非物理的な結果に陥る [24]。
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Solid boundary

図 1.8: 固体境界条件を満たす鏡像渦の概念図

1.8.3 点の補完・消去

量子渦糸モデルでは、時間発展とともに渦が伸び縮みするため、点の間隔が開いたり
狭まったりする。そこで、ある程度の計算精度を維持するため、渦点を補完、消去するス
キームを導入している。

点の補完

ある隣接する 2点si及びs+の間に点を補完するか判定する。曲率半径に着目する。それ
ぞれの法線ベクトル s′′i 及び s′′+から曲率半径を求め、そのうちの小さい方Rを採用する。
我々のプログラムでは、2πR/30が点の間隔 |s+ − si|より大きいとき、s′′ = (s′′i + s′′+)/2

の法線ベクトルを持つように間に点を補完する。また、曲率半径が十分に大きく直線に近
い時は、|s+ − si|が点の最大間隔∆ξmaxよりも大きいときに点の補完を行う。

点の消去

隣接する 3点 s−、si及び s+と曲率半径Rを考える。2πR/60より点の間隔 |s+ − si|及
び |si − s−|が小さい時、siを消去する。また、曲率半径が十分に大きく直線に近い時は、
|s+ − si|及び |s+ − si|及び |si − s−|が点の最小間隔∆ξminよりも小さいときに点を消去
する。

小さい渦輪の消去

渦輪が十分小さくなり、渦輪を構成する点が少なくなる或いは渦輪の全長が分解能の数
倍程度になったときに渦輪全体を消去する。渦輪が原子サイズほどまで十分小さくなった
とき、音波を放出し散逸されていく。量子渦糸モデルでは音波の放出などの物理は記述で
きないため、アルゴリズミカルに消去している。
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∆ξmin

図 1.9: 再結合のアルゴリズムの概念図。

1.8.4 再結合

量子渦の再結合は、実験で観測されているように確かに起こる。この再結合のスキーム
は様々な手法がこれまで提案されて来ているが、スキームによらず渦のダイナミクスはそ
れなりにロバストであるとされている。代表的には、渦糸が一定の距離以下まで接近した
時に繋ぎ変える方法である。Schwarzはそれに 2R/ ln(cR/a)という距離を用いた (Rは曲
率半径)。しかしこれはR → ∞となるような直線渦ではどれだけ離れていても再結合を
起こすという非物理的な結果を招く。我々のシミュレーションでは、隣接していない渦線
素同士が∆ξmin以下の距離になったとき、それぞれを繋ぎ変えている。
また渦同士が、再結合をするとき、渦にキンク的な構造が現れ、Kelvin波と渦を伝播す

る。温度 0 Kではキンク構造は散逸されずに伝播し続けるが、有限温度では散逸される。
また、量子渦は固体壁とも再結合 (付着)する。ある点 siと固体壁との距離が∆ξminよ

り小さいとき、その両端の点 s+、s−と siのそれぞれの中点から固体壁に垂線を落とした
位置に渦を付着させる。

1.9 本研究について
本章では、超流動ヘリウム 4と量子渦に関する導入を行った。第 2章では Florida大学

の Barquistらが行った実験をモデル化し、そのシミュレーション結果とそこから得られ
る描像に関して解説する。第 3章では、先述した大阪大学のMinowaらが行っている量子
渦の可視化実験をモデル化し、シミュレーションを行ったのでそれを紹介する。第 4章に
て、それらをまとめる。
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第2章 プレート状MEMS共振器中の量
子渦ダイナミクス

2.1 序章
近年、超流動ヘリウム実験に微細加工技術を用いて作られたデバイス、MEMS(Micro

Electro Mechanical Systems)やNEMS(Nano Electro Mechanical Systems)が導入されてい
る。このようなデバイスはマイクロ、ナノといった非常に小さいスケールを持ち、非常に軽
い。そのため、系はとてもセンシティブでありこれまでにできなかった観測も可能となる。
そのようにして作られた振動子は質量に関しては 10−27 kg、力に関しては 10−21 N/Hz1/2

もの精度を持つという報告もある [68]。
MEMSや NEMSが超流動ヘリウムの実験に使われた例をいくつか挙げる。Lancaster

大学のGuthrieらは超流動ヘリウム 4中で 130× 200 nm2という非常に細い断面積をもっ
た 70 µmのAl-Si3N4ナノビーム共振器を用いた。このナノビームは磁場と交流電流で振
動させられる。彼らは量子渦がこのナノビームに捕捉された時、振動の共振周波数が変化
することに着目し、量子渦の実時間測定に成功した [69]。Aalto大学のKamppinenらはΠ

型のNEMS共振器を同様に磁場と交流電流で振動させ、超流動ヘリウム 4中での振動の
減衰と温度の関係性について調べた。その結果、十分低温 (< 0.8K)ではデバイスに依存
する減衰のみ観測されたものの、それより高い温度では、準粒子の弾性散乱や常流体の粘
性による散逸が観測された [70]。
本章で主題となるのは Florida大学のBarquistらによって行われたMEMS共振器を用

いた研究である。Florida大学のグループはこれまでにプレート状のMEMS共振器を用い
て、超流動ヘリウムの実験を行ってきた [71–76]。Barquistらが用いたMEMS共振器は厚
さ 2 µm、125 × 125 µm2の大きさのプレートの両端に櫛形の電極がついていて、それが
付属のバネで持ち上げられた形になっている (図 2.1(a))1。このデバイスは電極に電流を
流すことで自由に駆動でき、電極に対する応答を見ることで、プレートの変位を観測する
ことが可能になっている。
彼らは主に剪断モードでプレートを振動させる実験を行っている。この時、プレートの

ダイナミクスはDuffing方程式

ẍ+ 2(Γ1 + Γ2x
2)ẋ+ ω2

0x+ α3x
3 = g0 cos(2πft) (2.1)

で表される。ここで ẍ、ẋはそれぞれデバイスの変位の時間の 2階微分、1階微分であり、
2Γ1は減衰定数で、振動数応答の半値全幅∆ωと同値である。また、Γ2、ω0、α3、g0、f

はそれぞれ、非線形減数係数、共振振動数、非線形振動係数、駆動力定数、駆動振動数で
ある。彼らが用いたデバイスの共振振動数はおおよそ 24 kHzと見積もられている。この

1このグループの他の実験でも同様の形をしたMEMS共振器が用いられている。
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図 2.1: Florida大学の実験 [71, 72]で用いられるデバイスの概念図。(a)はMEMS共振器、
(b)は基板に設置されたMEMS共振器を表している。(c)にはチューニングフォークの概
念図が示されており、寸法はW = 0.10 mm、T = 0.23 mm、L = 2.36 mmである。(d)

は実験の描像であり、チューニングフォークで励起された渦が、渦輪としてMEMS共振
器に飛来している。

デバイスの真空状態での応答と、超流動ヘリウム中での応答を比較し、減衰や共振周波数
の変化を見ることで、超流動ヘリウムの物性を評価することができる。
Barquistらの実験はこのMEMS共振器を基板の上に設置し、石英結晶で作られたチュー
ニングフォーク [77]を 3 mm上部に位置させる (図 2.1(c)(d))。チューニングフォークは振
動ワイヤーなどと同様に振動させることで乱流を生成できることが知られており、非常に
感度が高いMEMS共振器が量子渦から受ける影響を調べるために、系の中の量子渦の量
を増やすことができる。一方で、MEMS共振器はチューニングフォークや振動ワイヤー
のように、自らの振動で自発的に乱流を生成することができない2。基板の上に設置され
たMEMS共振器はバネの影響で 2 µmほど浮いた形になっており (図 2.1(b))、超流動ヘ
リウム 4で満たされたセルの中では、この隙間もヘリウムで満たされ、量子渦が存在しう
る。超流動ヘリウム 4の温度はおよそ 14 mKで常流体の影響は無視できる。彼らはロッ
クインアンプでMEMS共振器の振動を観測することで、主に 3つの結果を得た。

MEMS共振器の振動の異常減衰

彼らはMEMS共振器を振動数ωdで振動させたのち、外力を切ることで振動の自由減衰
を調べた。式 (2.1)で g0 = 0として x(t) = A(t) cos(ω0t+ ϕ(t))を仮定すると、

A(t) =
A0e

−Γ1t√
1 + 1

4
Γ2

Γ1
A2

0 (1− e−2Γ1t)
(2.2)

ϕ̇(t) = ΠA2(t) (2.3)

2この原因はよくわからないが、プレート状のジオメトリーが何か影響しているかもしれない。
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図 2.2: MEMS共振器の振動の減衰 [71]。上から下に行くにつれ渦が多いと考えられる。
黒線で示されているのは振幅A(t)で、色がついている線はA(t) cos [(ω(t)− ωd)]を表して
いる。

となり、振幅 Aによる振動数変化を伴う形になる。ここで、Π = 3
8
α3

ω0
である。図 2.2は

ω(t) = ω0 + ΠA2(t)として A(t) cos [(ω(t)− ωd)]及び振幅 A(t)をプロットしたものであ
る。この図の下 2つ “Remnant”と “Turbulent”はそれぞれ、チューニングフォークによる
励起がない場合とある場合を指している。当然ながら、“Turbulent”は “Remnant”に比べ
て、系に存在する渦が多いと考えられる。“Annealed”については、今後説明するが、渦
が “Remnant”よりも少ない場合と考えて良い。この時、渦の量が多いと思われる場合ほ
ど、減衰が強くなっていることがわかる。

減衰力のヒステリシス

図 2.3(a)は共振振動数付近の振動数で駆動したMEMSの振動速度に対する、MEMSに
かかる減衰力の強さをチューニングフォークをいくつかの速度で駆動した場合と駆動して
いない場合 (Remnant Response: 系を冷却した時に現れる残留渦のみ存在 [78]3)でプロッ
トしている。緑の線は真空での応答を示している。ここで、この測定は静止した状態か
ら、速度を上げていく過程で得られたデータを closed pointで、ある程度速度を上げた後、
下げていく過程で得られたデータを open pointで表している。
一方、図 2.3(b)は図 2.3(a)のデータから、図 2.3(a)の緑線で示された真空での応答を引

いたものを表している。今回の系は 14 mKの超流動ヘリウム 4であるので、常流体の影
響はほとんどない。そのため、これは、渦や乱流による減衰力を抜き出したものになって

3液体ヘリウムから超流動へ転移する際には、空間中に位相が異なる凝縮体がいくつか出現し、それらが
広がることで、超流動転移する。その時に、位相が不連続な部分が現れ、それが量子渦となる。この量子渦
の生成機構は Kibble-Zurek機構という。
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図 2.3: チューニングフォークによって乱流が生成されている時とされていない時 (Remnant

Response)のMEMS共振器にかかる減衰力と振動速度の関係 [71]。(a)は減衰力の合計を
表していて、(b)は (a)にて緑線で表された真空での応答を引いたものである。open point

は速度を上昇させていく過程、closed pointは減少させていく過程を示している。
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いるはずである。これによると、チューニングフォークの振動速度が速いほど (渦が多い
ほど)、減衰が強くなっている。また、青い四角で表された、チューニングフォークを駆
動していない場合の応答を見ると、速度が増加している時と比べて減少している時の方が
力が小さくなるヒステリシスが見られている4。このヒステリシスはチューニングフォー
クが駆動され、系の渦量が大きくなっている時は、顕著には見られない。また、この図が
示すように、MEMSの速度が大きい時は、全体的に渦による減衰力が小さい傾向にある。

位相ノイズ

彼らは、さらに、チューニングフォークが乱流を発生している時、MEMS共振器の振
動の位相成分が強く乱れることを発見した。図 2.4(a)はその様子を示している。チュー
ニングフォークの速度 (TF velocity)が時間と共に上昇し、140 mm/s付近に到達したと
ころで、突然速度が落ちる。この時、チューニングフォークは乱流を発生したと考えられ
る。それと同時に、MEMSの振幅 (MEMS r-channel)や位相 (Phase (deg))はノイズを示
し始める。しかし、それらを比較すると、明らかに位相のノイズが大きいことがわかる。
また、図 2.4(b)はチューニングフォークの振動の onと offを切り替えた時の応答である。
この時も、チューニングフォークが振動されている時のみ位相が強いノイズを持っている
ことがわかる。
彼らは位相が減衰項に敏感であることを解析的に示し [79]、MEMSと基板の間にある

量子渦の数と減衰項の関係を議論することでこの問題にアプローチした。

2.2 一連の現象の原因
これら一連の現象には量子渦のピニングと渦同士の相互作用が関連していると思われ

る。量子渦がMEMS共振器のプレート部分と基板の間にピニングされているとしよう。
この時、プレートが駆動されると同時に、量子渦が引き伸ばされる。ピニングがない時
には、粘性なし流体なので、引き伸ばされずにスリップしていくだけである。渦の単位長
さ当たりのエネルギーは式 (1.11)であり、プレートによって引き伸ばされると同時に、プ
レートの駆動エネルギーが渦の伸長に使われ、プレートの運動が減衰する描像が考えら
れる。
さらには、プレートと基板の距離及びMEMSの共振振動数が式 (1.49)から想定される

Kelvin波の分散関係から考えられる共振振動数に非常に近い。これは、この系では十分渦
が伸長され、プレートから渦へのエネルギーの輸送が効率よく行われている根拠となる。
このピニングの描像を仮定すると、渦が多いほど減衰が強いという考察は妥当である。

また、MEMS共振器の速度が大きい時に、渦による減衰力が弱くなるという挙動も、ピ
ニングの臨界速度を考えれば、説明できる。ピニングされた量子渦はピニングされている
面に対して十分傾いた時に、壁面と再結合し、ピニングが外れると考えられる。プレート
の速度が十分速い時、渦は即座に大きく傾き、壁と再結合、ピニングから解放されるだろ
う5。これを正しいとすると、プレートの速度が速くなった時、ピニングはほとんど効か

4先の図 2.2にある “Annealed”はこの操作を行った後の振動の自由減衰をみている。
5少し状況は違うが、Schwarzは平行な平面固体境界にピニングされた量子渦がピニングから解放される

ための外部超流動流を (κ/2πd) ln(b/a0)と見積もっている [17]。ここで dは平行な平面固体境界の間隔、b
はピニングサイトの大きさである。
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図 2.4: MEMS共振器の振動の振幅と位相を表した図 [72]。(a)では、チューニングフォー
クの速度を上昇させ、突然速度が落ちた点で乱流が発生する。それと同時に位相に強いノ
イズが発生している。(b)はチューニングフォークの振動を [on,off,on,off]とした時の応答
である。
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ずに渦があまり伸長されない、つまり、プレートの運動は減衰されないことがわかる。
力のヒステリシスに関しては、MEMSの振動速度を上げていく過程では、渦のピニン

グにより残留渦が減衰に寄与していて、その途中で渦同士の相互作用など何かしらの原因
で、渦が減少し、速度を下げる過程の時には減衰に寄与する渦があまり残っていないと考
えられる。チューニングフォークが振動している時には、外部から絶え間なく渦が注入さ
れ続けるため、渦の減少は無視できると考えて良い。そのため、ヒステリシスが観測され
ない。
ここまで、プレートと基板の間にピニングされた渦のみを考えてきた。しかしながら、

もちろん、プレートの側面や上部などの場所にも渦が存在する。我々は、これらの場所に
付着している渦はあまり寄与しないと考えている。理由は大きく 2つある。1つ目は、数
が少ないことである。それらの面はバルクに面しているため、一般的に渦がプレートと基
板の間の場合に比べて非常に長くなる。そのような渦は冷却の際に渦が生成される機構で
は、エネルギー的に好ましくなく、あまり生成されないと考えられる。2つ目は、それら
の渦はあまり効率よく伸長されないためである。プレートの側面や上面に付着した渦は長
いため、Kelvin波の共振周波数とは共鳴しない。そのため、効率よく伸長される渦がプ
レートと基板の間に比べてかなり少ないと考えられる。

2.3 ピニングモデル
ここまで、ピニングを仮定した考察を紹介してきたが、これらの詳細な描像はわからな

い。そこで我々は、量子渦糸モデルをベースにピニングをモデル化することで、これらの
解明に挑んだ。一言に、ピニングをモデル化するにしても任意性があるが、我々は量子渦
糸モデルをベースに、2通りのピニングモデル、臨界角モデルと半球型ピニングサイトモ
デルを用いた。臨界角モデルは Schwarzによって円筒状の容器中でワイヤーにトラップさ
れた渦の運動を記述するのに使われ [80]、複雑な計算なしにピニング及び粗い境界面の特
徴を簡単に記述することができる。半球型ピニングサイトモデルは、半球の固体境界条件
を解くことでピニングを記述する。静止した半球型ピニングサイトの境界条件は Schwarz

によって解かれ [17]、Fujiyamaらは動く固体球の境界条件を解いた [81]。これは厳密に解
くことが出来るが、複雑な計算を実行することは難しい。

2.3.1 臨界角モデル

このモデルでは、シンプルに平面な固体境界条件に、量子渦の端を固定する。固定され
た点以外は量子渦糸モデルと同様に、式 (1.19)に従って動く。渦が動くと、固体境界に対
して渦は傾いていく。十分傾いて境界との角度が臨界角 θcよりも小さくなった時、ピニ
ングが外れる。外れた渦は再び近くのピニングサイトに付着して固定される。固定される
点は境界上の点の隣接点 siとその境界と逆側に隣の点 si+1の中点から現在固定されてい
る境界面に垂線を下ろした点である。そのため、一見、∆ξminほど端の点がジャンプした
ように見える (図 2.5(a))。
ここまで、このモデルの概要のみ記述したが、物理的描像は次のようになる。図 2.5(b)

のように非常に粗い境界を考える。そのうちの一つの突起に線状の量子渦 (もう一端はど
こに付着していてもいい)がピニングされているとする。この量子渦は、ピニングされて
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Short segment

(b)

(a)

θ

θ < θc

図 2.5: 臨界角モデルのアイデアを表した図 [82]。(a)のように固体境界にピニングされた
渦が十分傾き、境界との角度が臨界角 θc以下になると渦の端が角度を小さくするように
ジャンプする。(b)はモデルの微視的な理解を表していて、十分に傾いた渦が非常に粗い
境界の別の突起と再結合する。再結合した渦は元の渦よりわずかに短い線渦と突起同士を
つなぐ渦切片になる。この切片はこのモデルでは無視されている。

いる点以外はおおよそBiot-Savartの法則から計算される超流動速度場によって運動する
はずである。この渦が十分傾いた時、近接した別の突起と再結合を起こす。再結合の結果、
渦は 2つに分かれる。1つは元の渦より短い線渦、もう 1つは突起間を橋渡しするような
ごく短い切片である。このモデルではこのごく短い切片を無視する。この切片はKelvin

波共振周波数から一般に外れているためあまりプレートのダイナミクスに影響せず、ピニ
ングサイトと再結合を繰り返して散逸されていくと思われる。我々はこのリコネクション
による散逸を rough surface-induced dissipation(RSID)と呼称している。このように、こ
のモデルは臨界角 θcを導入することで、表面荒さによる散逸を内包したモデルになって
いる。本研究では、特に指定がない限り θc = π/6を用いている。このモデルで記述でき
るピニングサイト間距離 (突起間距離)はおおよそ渦点の最小間隔∆ξmin程度である。
一例を見てみる。図 2.6のように渦が 2つの平行な固体境界間に挟まれている系を考え
る。図 2.6では、渦にヘリカルな揺らぎを加えている。青い線で示されたものは臨界角モ
デルで記述されるピニングを受けている渦、オレンジ色の線で示されたものはピニングが
ない場合の渦を示している。どちらも初期状態から上方向にヘリカルな構造が自己誘導速
度で伝播していく。しかし、ヘリカルな構造が壁に衝突した後、ピニングが効いている場
合 (青線)では、RSIDでヘリカルな構造が散逸されてしまい、消滅する。一方、ピニング
が効いていない場合 (オレンジ線)では、散逸されずにヘリカルな構造は固体境界で反射
し続ける。
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図 2.6: 渦のヘリカルな構造の伝播。青い線が臨界角モデルで記述されたピニングが効い
ている場合の渦、オレンジ線がピニングされていない場合の渦を表している。

2.3.2 半球型ピニングサイトモデル

このモデルでは、平面の固体境界に半球型のピニングサイトを設置する。このモデルは
境界条件を厳密に解くことができるため、臨界角モデルで捉えきれない、ピニングが外れ
る現象 (ディピニング)や、短い切片のダイナミクスを記述することができる。
半球型のピニングサイトは、固体境界と同様に染み込みを防ぐために、超流動速度場

のピニングサイトに垂直な成分がサイト表面で 0になる境界条件が適用される。静止して
いる状態ではLegendre陪多項式を計算することで解くことが出来る6。今回、ピニングサ
イトはプレートの振動とともに動くため、さらに以下に示されるポテンシャル流 vuが加
わる。

Φu(r) = −1

2

(a
r

)3
up · r (2.4)

vu(r) = ∇Φu(r) (2.5)

ここで aはピニングサイトの半径、upはピニングサイトの速度である。
量子渦はピニングサイトや固体境界に∆ξmin以下の距離まで近づくと再結合する。そ

のためピニングされた渦が十分傾き、渦と平面な固体境界との距離が∆ξminを下回った時
に、再結合を起こし、ピニングサイトから離れる。このようにピニングが外れることを
ディピニング (depinning)と呼ぶ。これは逆も同様で、ピニングされていない渦が十分に
ピニングサイトに近づくと再結合を起こしピニングされる。なお、このモデルでは、臨界
角モデルに含まれているRSIDのような、短い渦切片を取り除くアルゴリズムは含まれて
いない。

2.4 系のモデル化
本研究では、実験のような系で何が起こっているのかをシミュレーションで解明する

ために、平行な固体境界条件で挟まれた系を考える。これらの間隔 Lは、実験と同様に
L = 2 µmとしており、片方を速度 v(t) = 2πfA cos(2πft)x̂で振動させる。ここでAは振
動の振幅で、f は振動数である。この時、ピニングされた渦は境界に接している点では、
同じ速度で振動される。

6付録 Cを参照。
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Parameters in the critical angle model Symbol Value

Single vortex case

Distance between plates L 2 µm

Time resolution (n = 1 mode) ∆t 2.5 ns

Minimum Spatial resolution (n = 1 mode) ∆ξmin 0.01 µm

Maximum Spatial resolution (n = 1 mode) ∆ξmax 0.03 µm

Time resolution (n = 3 and n = 10 mode) ∆t 0.5 ns

Minimum spatial resolution (n = 3 and n = 10 mode) ∆ξmin 0.004 µm

Maximum spatial resolution (n = 3 and n = 10 mode) ∆ξmax 0.01 µm

Oscillation frequency (n = 1 mode) f1 23625 Hz

Oscillation frequency (n = 3 mode) f3 23625× 32 Hz

Oscillation frequency (n = 10 mode) f10 23625× 102 Hz

Oscillation amplitude A 0.1 µm

Multiple vortex case

Distance between plates L 2 µm

Time resolution ∆t 2.5 ns

Minimum spatial resolution ∆ξmin 0.01 µm

Maximum spatial resolution ∆ξmax 0.03 µm

Oscillation frequency (n = 10 mode) f 23625 Hz

Oscillation amplitude A 0.1 µm

表 2.1: 臨界角モデルで用いられたパラメータ [82]

系は k = nπ/L(nは自然数)のKelvin波モードと共鳴する。本研究では、特に指定しな
い限り n = 1を代入したモードに近い f1 = 23625 Hzを採用する。これは実験で用いられ
ている系の共振振動数にも近い値である。
このような系をベースに、単一渦の場合と複数渦の場合をシミュレーションする。単一
渦の場合は渦同士の相互作用がない、ピニングと振動のみのピュアな渦の振る舞いを見る
ことができる。一方で複数渦の場合は渦同士のリコネクションをはじめとした相互作用も
関わってくるようになり、より実験系に近い考察が行える。この一連のシミュレーション
に用いられる代表的なパラメータは表 2.1及び表 2.2に示している。

2.5 渦のダイナミクス
ピニングや振動境界が効いている時の渦のダイナミクスは謎であるが、実験における観
測を物理的に理解するためには必要不可欠である。提案したモデルを用いて、これらが効
く場合の渦のダイナミクスを実際にシミュレーションしてみる。

2.5.1 単一渦の場合

ここでは単一渦の場合の渦のダイナミクスを議論する。初期条件として、図 2.7のよう
に、固体境界の間に挟まれた一本の直線渦を用意する。この直線渦の向きは下から上向き

46



Parameters in the hemispherical pinning site model Symbol Value

Distance between plates L 2 µm

Pinning site size a 0.03 µm

Time resolution ∆t 0.05 ns

Minimum spatial resolution ∆ξmin 0.001 µm

Maximum spatial resolution ∆ξman 0.003 µm

Oscillation frequency (n = 1 mode) f 23625 Hz

Oscillation amplitude A 0.1 µm

表 2.2: 半球型ピニングサイトモデルで用いられたパラメータ [82]

v

2 μm

y x

z

図 2.7: 単一渦の場合の初期状態 [82]。一本の渦が 2つの平行な固体境界に挟まれている。
矢印は振動の方向を表している。
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図 2.8: 臨界角モデルで記述された単一渦の場合の統計的定常状態 [82]。n = 1の場合の
Kelvin波が励起され、自己誘導速度で回転している。矢印は回転の方向を表している。

(+ẑ)である。この系では上部の境界が振動される。図 2.7に示されている y方向及び x方
向には境界条件が適用されていない。
臨界角モデルにおける代表的な渦のダイナミクスを紹介する。今、振幅 A = 0.1 µm、
振動数 f = f1とする。上部の境界が振動すると同時に、渦は伸長され、屈曲していく。屈
曲した渦は、自らの自己誘導速度で回転していく。図 2.8に示されているように、+ẑ方
向から見ると、渦が時計回りに回転しているように見える。これは渦の向きを反映してい
て、渦が逆向きの時は、反時計回りに回転する。この時間発展はある程度の時間で統計的
定常状態に達し、渦の長さが、揺らぎながらおおよそ一定になる。この時の渦の長さはお
よそ 2.13 µmで、回転周期は、おおよそ 1/f となる7。
この統計的定常状態は、境界の振動による励起と粗い境界による散逸 (RSID)のバラン
スによって成り立っている。振動により、伸長された渦が十分傾くことで、近接した突起
との再結合を起こし、散逸される。伸長された渦がこれを繰り返すことで、渦長の成長が
ある程度で止まり、統計的定常状態に達する。

振動数依存性

先ほど挙げたシミュレーション結果は固体境界の振動数が 2 µmの量子渦のKelvin波
モードに近い時の結果である。一方、振動数がKelvin波モードから遠い場合はどうなる
だろうか。図 2.9は f = 23625 Hzに加え、f = 10000, 40000 Hzの場合の渦長さの時間発
展を示している。f = 23625 Hzの時には、十分に伸長されているのに対して、それ以外

7統計的定常状態における渦の長さを簡単に見積もる。渦の形が sin波で書けるとすると、振幅 A′ に対
して x = A′ sin(kz)とかける。この時の渦長 lは、

l =

∫ L

0

√
1 + (A′)2k2 cos2(kz)dz (2.6)

となる。臨界角から、振幅 A′ = tan(π/2 − θc)/kを仮定すると、l = 3.08 µmとなる。シミュレーション
では常に渦と壁の角度が θc より小さくなるように制限をかけているため、これとは一致しない。試しに
θc = π/3とすると、l = 2.15 µmとなり、いい一致が得られ、壁との角度はおおよそ、π/3程度が保たれて
いると思われる。
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図 2.9: 3つの異なる振動数の時の渦長の時間発展 [82]。Kelvin波の共振モードから外れ
ている時、渦は大きくは励起されない。

図 2.10: 図 2.9に示されている f = 23625 Hzの時の渦長の時間発展を Fourier変換したも
の。

の時は、あまり伸長されていないことがわかる。8

また、図 2.11(a),(b)には、波数 k = nπ/Lの n = 3及び n = 10に対応したモードの振
動数 f3及び f10をかけた時の統計的定常状態の渦のスナップショットを示している。この
時、渦は、モードに対応したKelvin波が励起されている。渦長の時間発展は図 2.11(c)に
示されており、どのモードにおいてもKelvin波の共振振動数で振動させた場合には、渦
が大きく伸長されることがわかる。

臨界角依存性

臨界角モデルでは、渦のダイナミクスは選ばれた臨界角 θcに依存する。渦が十分に傾
いた時 (壁との角度が θc以下になった時)に、壁と再結合し、散逸が起こる。この時の臨
界角が小さいほど、この再結合が起こりにくく、ピニングが強く効いていることになる。
今回、実際に臨界角 θcを π/10から π/4の間で 4通りの間で変えてシミュレーションを

8図 2.10に示されているように、定常状態における長さの振動周期は 2/f に対応する。
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(a) n = 3n = 3 mode (b) n = 10n = 10  mode

y x

z

y x

z

(c)

図 2.11: 振動数がKelvin波の共振モードと合っている時の (a)(b)スナップショット及び
(c)渦長の時間発展。(a)、(b)はどちらも時刻 0.027 msにおけるもので (a)が n = 3、(b)

が n = 10のモードを表している。
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図 2.12: 渦長の臨界角 θc依存性 [82]。

y x

z

y x

z

y x

z

図 2.13: 半球型ピニングサイトモデルで記述された単一渦のスナップショット。上面と下
面についている赤い点がピニングサイトを表している。渦は徐々に伸長されていき、最終
的にはディピニングする。

行った。渦長の時間発展を図 2.12に示す。結果として、定常状態での渦の長さは少し変わ
るが、渦は定性的には同じ振る舞いを示す。θcが π/4となると、流石に他と異なる長さ
を持っているが、π/6以下ではおおよそ一定の長さに収束しており、θc = π/6を用いて
いる。

半球型ピニングサイトモデルによるディピニングの検証

半球型ピニングサイトモデルでも同様の計算を行った。ここで、ピニングサイトの半径
aは 0.03 µmとした。このモデルでも、臨界角モデルと同様に振動とともに伸長されてい
き、自己誘導速度で初期位置周辺を軸に回転する。臨界角モデルでは、十分引き伸ばさ
れた後は、RSIDと振動による伸長が釣り合い、統計的定常状態に達していた。しかしな
がら、半球型ピニングサイトモデルにはRSIDがないため、伸長された渦は、最終的には
壁と再結合し、ピニングが外れる。ピニングが外れた後は、当然ながら、励起がないため
に、渦の伸長は止まる。
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図 2.14: 半球型ピニングサイトモデルで記述された単一渦の場合の 3つの異なる振動数
での渦長の時間発展。凡例は振動数を表している。n = 1の場合では、計算時間の問題で
線が途切れている。

半球型ピニングサイトモデルにおける振動数依存性

振動数依存性に関しては、臨界角モデルと同様で、共振振動数と近い時は渦長がよく伸
び、どの共振振動数からも遠い時はあまり伸びない。しかしながら、振動数が非常に大き
い時、半球型ピニングサイトモデルではディピニングが影響し、少し異なる振る舞いを見
せる。図 2.14は、いくつかの振動数 fにおける渦長の時間発展を表している。ここで、横
軸は時間に f をかけることで無次元化してある。f = f3の時は、先と同様で十分引き伸
ばされたのちディピニングする。一方で f = f10の時は、十分引き伸ばされるまでに、渦
が何度もディピニングされ、再びピニングされることを繰り返す。図 2.14では、線が平坦
になっているところでは、渦がディピニングされていて、渦の伸長が止まっている。一方
で、渦がピニングされている場合は、線が曲線的になっていて、他の振動数と同様に渦が
伸長されている。

ピニングサイト半径依存性

ピニングサイト半径 aを変えることでダイナミクスがどのように変化するかも一つの
興味としてあるだろう。図 2.15は、ピニングサイト半径 aを変えて、同様の計算をした時
の渦長の時間発展とディピニング時間を表している。ピニングサイト半径 aが大きくなる
ほど、渦はディピニングしにくくなる。半球型ピニングサイトモデルにおけるディピニン
グは、ピニングサイトが位置している平面固体境界とピニングサイト表面の渦点 (厳密に
は、その隣接点)の距離が∆ξmin以下になった時に起こる。その結果、ディピニングの有
効臨界角 (∼ arcsin(a/∆ξmin))はピニングサイトが大きくなるにつれて小さくなり、ピニ
ングが外れにくくなる。
さらには、ピニングサイト半径 a = 0.1 µmの時は計算を行った時間内 (∼ 0.35 ms)で
はディピニングが見られなかった。これはピニングサイト半径 aと振幅Aがおおよそ同
じになり、ピニングサイト表面の渦点が平面固体境界に到達しなくなったからであると考
えられる。このように、ピニングサイトが渦が動く距離と比べて大きくなるとピニングは
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図 2.15: ピニングサイト半径 aを変えた時の渦長の時間発展。凡例がそれぞれピニング
サイト半径 aを表している [82]。渦長のプロットはディピニングした時点で止めており、
a = 0.1 µmの時はディピニングが見られてない。内に埋め込まれた図は aとディピニン
グの時間との対応を示している。

2π/∆ξmin 2π/L2π/L

(a) (b)

図 2.16: f = f3の時の振幅スペクトル。(a)は臨界角モデル、(b)は 半球型ピニングサイ
トモデルでの結果である。

効きにくくなるかもしれない9。

2.5.2 振幅スペクトル

我々は Vinenら [64]と同様に振幅スペクトラムを見た。ここで、Kelvin波は zに対し
て一意と仮定し、その変位を

χ(z, t) = x(z, t) + iy(z, t) (2.7)

と定義して、フーリエ成分の振幅 |χ̃(k, t)|をみる。
わかりやすくするため f = f3の場合の結果を図 2.16に示す。これらは、ある時間におけ

る渦のパターンについて振幅スペクトルを計算したものである。(a)は臨界角モデル、(b)

は半球型ピニングサイトモデルのものである。振幅スペクトルを計算する時間として、振
動する境界の変位がゼロの時 (振動の節 “node”)と最も大きい時 (振動の腹 “antinode”)を
選んでいる。“node”の時は、どちらの場合も |χ̃(k, t)| ∼ k−3/2に近いスペクトルが得られ
ている。これは、Vinenらによって見られたものと近い値である [64]。一方で、“antinode”
の時は、|χ̃(k, t)| ∼ k−1に近い。これは渦が傾いているためであると考えられる。例とし

9極端な話ではあるが、a → ∞とすると、もはやピニングサイトとしての役割を果たさないはずである。
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図 2.17: 複数渦の場合の初期状態 [82]。ピニングは臨界角モデルで記述される。100本の
渦がランダムに用意され、向きは上向と下向きがそれぞれ 50本ずつである。上面は x方
向に振動され、y方向から渦が注入される。注入の方法は図 2.19を参照。

て y = xの Fourier級数展開 ([−π, π]の周期性を仮定する)をみると展開の次数 nにおけ
る係数の大きさ |an|は |an| ∝ 1/nなので、“antinode”の時には、Kelvin波のパターンと
渦の傾きの重ね合わせで k−1のスペクトルが現れていると思われる。これは、半球型ピニ
ングサイトモデル (図 2.16(b))で顕著で、頻繁にディピニングして渦の端点の位置が変わ
る臨界角モデルでは際立って現れるわけではない。

2.5.3 複数渦の場合

次に、複数渦の場合のダイナミクスを述べる。実際の系は、先ほどの単一渦の場合ほど
単純ではなく、無数の渦が系に存在していると考えられる。そこで、我々は図 2.17のよう
な系を考案した。初期状態として、V = 20× 20× 2 µm3の体積中に 100本の線渦を用意
する10。今、図 2.17の z方向に臨界角モデルに基づいた粗い固体境界条件が適用されてい
て、上部はこれまでと同様に振動させられている。100本の渦の向きは上向き (+ẑ)、下
向き (−ẑ)がそれぞれ 50本ずつとしてある。このシミュレーションは V 内の渦のみを興
味の対象とし、V から xあるいは y方向に 2 µm以上渦の全体が離れたものはダイナミク
スに影響しないとして消去している。
実際の実験系では、チューニングフォークにより生成された量子乱流から、MEMS共
振器へ渦輪が侵入してくる。そこで、我々は、実験系と同様の描像を再現すべく、y方向
から渦を系に注入した。注入は図 2.17に示されているように V の y方向の両側面から行
われ、渦は基本的には V の方向 (V の重心を原点とした時の y = 0の方向)を向いている。
渦を注入する場所は側面からランダムに決められる。
この渦の注入は、渦の注入頻度と、渦のサイズ分布の 2つのパラメータがある。今回の
シミュレーションでは、渦の注入頻度は 106 Hzとした。これは、チューニングフォークの
振動数∼ 104 Hzよりも大きいが、渦の放出頻度は振動物体の振動数に単純に依存してい

10ここで、xy面の面積が 20× 20 µm2 という、実際の系 (125× 125 µm2)より小さいのは計算の都合上
である。
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図 2.18: 図 2.17の系でプレートと基板へ入射してくる渦の模式図 [82]。プレートと基板の
間隔よりも大きい渦が入射してきた時、渦はプレート及び基板と相互作用してこれらを橋
渡しするような渦になると考えられる。(a)のように渦がプレートと基板のそれぞれ 2点
と再結合した時、反平行に線渦のペアが間に入り込む。一方、(b)のように各一点で再結
合した時は一本の線渦になる。

るものではなく、振幅、駆動力にもよるべきものであるため、対応している必要はない。
また、我々は過去の研究 [53]で渦輪を注入して、局所的な量子乱流を生成、そこからの渦
輪の放出頻度を調べたが、その時にも渦輪の放出頻度が渦の注入頻度を上回っていること
が確認された。
渦のサイズ分布に関しては、Yanoらが観測した冪乗則 [36]にしたがって注入する。こ

のシミュレーションでは、渦のサイズは 0.25 µmから 10 µmの範囲と仮定し、この範囲
でYanoらが観測した冪指数−1.7に従い注入する。ここで、Yanoらが観測したのは、あ
る一定の大きさ以上という累積分布なので、そのサイズで微分した値、−2.7を冪指数と
した分布を採用する11。この冪乗則は、振動ワイヤーによって生成された量子乱流に関す
るものであり、今回用いられているチューニングフォークとは形も振動数も全く異なる
が、量子乱流から放出される渦輪の分布に関する研究はYanoらによるもの [36]しかない
ため、今回はそれにしたがっている。
入射する渦輪がプレートと基板の間隔よりも小さいとき、境界とはほとんど相互作用す

ることなく、系に侵入し、他の渦と相互作用する。一方で、入射する渦輪の大きさが間隔
L = 2 µmよりも大きい時、渦輪は境界と相互作用するはずである。我々が採用する描像
を図 2.18に示す。入射する渦輪の半径と位置によって、図 2.18(a)のように反平行な線渦
のペアとして入射してくるか、図 2.18(b)のように単一の線渦であるかのどちらかである

11n(R) を半径 R の渦が放出される頻度の確率密度関数として、Yano らによって観測されたものは∫∞
R0

n(R)dR ∝ R−1.7 である。そのため我々は n(R) ∝ R−2.7 を用いた。
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図 2.19: 図 2.17の系に対して行われる渦の注入のフローチャート [82]。R > Lが図 2.18で
説明された状況に対応している。

とした。これらの描像を反映した注入スキームはフローチャートとして図 2.19に示してい
る。本研究で行う渦注入は全てこのフローチャートにしたがって行われる。

定常状態と散逸機構

ここからは複数渦の場合のシミュレーション結果を示していく。図 2.20(a)は V 内での
量子渦の総渦長及び平行な固体境界間を橋渡ししている渦の本数を表している。この時、
総渦長は初期状態の約 200 µmから 180 µmほどに減少し、統計的定常状態に落ち着く。
また、渦の本数も初期の 100本から 30本ほどに減少している。スナップショットからもわ
かるように、臨界角モデルのような十分粗い境界を持つ系だと、その粗さに起因した散逸
により乱流生成が妨げられているように見える。実際に、ピニングのない通常の平面境界
条件を課した系では、総渦長は渦の注入により時間とともに増加し、最終的には 600 µm

ほどになり、渦の本数もピニングが効いている場合と比べてかなり多い (図 2.20(b))。
この系のように、渦が複数ある系では渦同士が接近することで再結合を起こし、トポ
ロジーを変化させていく。再結合した渦は、RSIDによって散逸されやすい形へと変化す
る。それには大きく 2つの場合が考えられる。(i)線渦-線渦の再結合と (ii)線渦-渦輪の再
結合である (図 2.21)。(i)線渦-線渦の再結合では反平行の渦同士が再結合することで 2つ
の壁に付着した半渦輪になる。反平行の渦は、0 Kでは互いが作る速度場でそれらの中点
を中心に回転するのみだが、ピニングの影響で局所的に距離が近い部分及び遠い部分がで
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(a)Pinning

(b)Without pinning

図 2.20: (a)ピニングがある場合と (b)ない場合の量子渦のダイナミクスと渦長の比較 [82]。
ピニングは臨界角モデルで記述されている。

き、速度差の影響で互いに近づく。再結合で現れた半渦輪は自己誘導速度によって傾き、
RSIDによって徐々に縮んでいき、最終的には消滅する。(ii)線渦-渦輪の再結合では、注
入された渦輪と V 内部の線渦が再結合する。再結合の結果、渦は乱れた形 (キンク状の構
造を持つ [83])の渦輪と線渦となる。線渦の乱れは、線渦上を伝播してRSIDによって散
逸される。稀に、大きく乱れた線渦は自らと再結合し、渦輪を放出することもある。線渦
との再結合によって乱れた渦輪や大きく乱れた線渦から放出された渦輪は、一般的に壁に
衝突し、再結合する。そして、先と同様に壁に対して傾き、散逸されていく。

半球型ピニングサイトモデルによる散逸機構の検証

我々は、さらに臨界角モデルで見られた散逸機構を検証すべく、半球型ピニングサイト
モデルで図 2.22のような系をシミュレーションした12。ここでは、固体境界に 4つずつの
ピニングサイトを設置し、初期条件として、ピニングされた反平行な 2本の直線渦を用意
した。上部の境界は変わらず振動する。この時、ピニングサイトが動くと同時に、量子渦
はピニングされたまま逆方向に回転する。回転した渦は上部と下部両方で互いに再結合
し、ピニングされた半渦輪 2つと 1つの渦輪になる。図 2.22に示されているように、ピニ
ングされた渦輪は、近接したピニングサイトと再び再結合を起こし、より小さい渦へと
分裂していく。臨界角モデルで見られる散逸はこのようなことが起こっていると考えられ
る。分裂して小さくなった渦は境界上を伝播し、再びピニング、分裂を繰り返すことで散
逸されていく。

12このシミュレーションは厳密には境界条件が満たされていない (染み込みや湧き出しが少し起こる)。半
球型ピニングサイトモデルが妥当であるためには、ピニングサイト間距離 lに対して、ピニングサイト半径
aは a ≪ lを満たさなければいけない。しかしながら、一連のシミュレーションは定性的には正しいと考え
ている。
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(i) Line-line reconnection

(ii) Line-ring reconnection

Line

Loop

図 2.21: 臨界角モデルで記述される複数渦のダイナミクスにおける散逸を示したスナップ
ショット [82]。(i)は反平行な線渦のペアの再結合を示している。この時、再結合と主に渦
は、境界に付着した 2つの半円状の渦になる。半円状の渦は最終的にRSIDによって散逸
される。(ii)の上部は注入された渦輪とピニングされた線渦の衝突を表している。再結合
により、双方にキンク形状や乱れが生まれる。乱された渦輪は壁に衝突することで半円状
の渦になり散逸される。また、線渦に現れたキンクも同様にRSIDにて散逸される。(ii)

の下部では、線渦に同時多発的に渦輪が衝突した時に線渦が大きく乱れた様子を表してい
る。ここでは、線渦が自らと再結合し、渦輪を放出する。その渦輪は最終的に壁に衝突あ
るいは系の外部に飛ぶことで散逸される。
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z

図 2.22: 半球型ピニングサイトモデルで記述される複数渦のダイナミクス。各境界に 4

つずつピニングサイトが設置してあり、そのうちの 2つずつに直線の渦がピニングされて
いる。上面は振動させられる [82]。反平行な渦は再結合し、2つのピニングされた半渦輪
と 1つの渦輪へと分かれる。反渦輪は他のピニングサイトと再び再結合を起こし、より小
さい渦へと分裂していく。この過程で境界上の渦が散逸されると考えられる。

2.6 渦からプレートにかかる力
本研究の目的は、Florida大学のBarquistらによって行われた実験の描像を調べること

であった。先ほどまでの解析で、ピニングされた量子渦のKelvin波モードとプレートの
振動の共振で渦がよく引き伸ばされ、エネルギーが効率よく輸送されることがわかった。
実際の実験系では、偶然にも n = 1の場合のKelvin波モードとプレートの共振振動数が
一致しているため、この描像は正しいと思われる。この章では、渦によって境界に働く張
力を計算してより深く、実験結果の考察を行っていく。
張力は式 (1.11)に示された渦の単位あたりのエネルギーと等価である。ここで長さス

ケールRには境界の間隔L = 2 µmを用いている。すると、渦一本からかかる張力はおよ
そ ϵ = 1.12 pNである。我々は減衰を調べるために、渦が及ぼす力の x成分 (振動方向)Fx

を計算する。臨界角モデルでは、壁に付着している点から隣接点までの方向の単位ベクト
ル、半球型ピニングサイトモデルでは、ピニングサイトの中心から渦が付着する表面の点
までの方向の単位ベクトル、それぞれの x成分を ϵに掛けることで計算する。また、それ
ぞれの力には鏡像渦の寄与も考慮に入れている。

2.6.1 単一渦の場合の力

図 2.23はそれぞれのモデルにおける Fx の時間発展を表している。臨界角モデル (図
2.23(a))では、渦は境界の振動とともに徐々に引き伸ばされていき、統計的定常状態に達
する。Fxも同様で、一定の振幅で振動するようになる。この振動は渦が自己誘導速度に
より回転することによるものである。臨界角モデルにおいて境界と渦の角度は θc以上に
なるので、定常状態での振幅は最大でも Fx ≈ 2ϵ cos θcになる。一方で、半球型ピニング
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図 2.23: 境界の振動方向に張力により及ぼされる力 [82]。右側の図は単一渦の場合のもの
で、(a)は臨界角モデル、(b)は半球型ピニングサイトモデルを表している。これらの図の
時間スケールが違うことには注意が必要である。左側は境界にかかる力の概念図で、実在
する渦と鏡像渦の両方を考慮に入れている。

サイトモデル (図 2.23(b))では、先と同様に渦は伸長されるが、最終的に、ピニングが外
れる。この時、Fxはゼロになる。ここで、図 2.23(b)は図 2.23(a)と時間スケールが大き
く違うことには注意が必要である。
どちらのモデルにおいてもFxは境界の振動数 fに強く依存する。振動数がKelvin波の
共振周波数に近い時、渦は強く引き伸ばされ、境界との角度が小さくなった結果 Fxが大
きくなる。しかしながら、振動数がどのKelvin波共振周波数にも近くない時、渦はほと
んど伸長されず、力も小さくなる。
振動数が Kelvin波の共振周波数から遠い場合でも系には、共振周波数に近い固有の

Kelvin波モードが選択されて現れる。図 2.24は図 2.23(a)をFourier変換したものである。
振動数が共振周波数に近い値の時 (23625 Hz)は、振動周波数付近に 1つの大きいピーク
が立っている。一方、共振周波数に遠い値の時 (10000 Hzや 40000 Hz)、ピークは該当の
振動数以外にも、共振周波数付近に存在する。これらの場合、境界の振動数によるモード
と系の大きさからくるモードが混ざり合っている。

MEMS共振器の振動減衰の起源

超流動ヘリウム 4中のMEMS共振器は真空中よりも強い減衰を受けるのであった。ま
た、その減衰はチューニングフォークによって渦を増やした時により強くなる。よって、
量子渦が振動の減衰に影響している考えられる。振動的な振る舞いを見せる Fxは Fx =

F1 sin(2πft) + F2 cos(2πft)という形の F1と F2というフィッティングパラメータを持つ
式でフィッティングできる。ここで、境界の振動の変位は sin(2πft)に比例するので、F1

は振動の加速度に、F2は速度に比例する力に対応している。つまり、F2の成分が減衰項
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図 2.24: 図 2.23(a)に示された力のフーリエ変換 [82]。

A

(a) Linear stretching (b) Sin stretching

L

図 2.25: 渦の伸長の模式図 [82]。

と関係している。これに基づいて、臨界角モデルで記述された単一渦の場合 (f = f1)に
ついてフィッティングすると F1 = −0.63 pN、F2 = −1.44 pNというパラメータになり、
F2 < 0であることから、確かに渦が減衰を強めていることがわかる。また、これを速度
の振幅 v0 = 2πfAで割ることで渦一本あたりの減衰項の係数の変化量を見積もることが
できて、変化量は 9.7× 10−11 kg/sとなる。
Barquistらは減衰項の係数の変化量をMEMSで散逸されるエネルギーと渦がMEMSか

ら奪うエネルギーから見積もった [72]13。MEMS共振器で散逸されるエネルギーは単位時
間あたりmΓv20 である。渦がMEMSから奪うエネルギーは、2ϵfδlと見積もられ、δlは
プレートが中心から端へ動く際の 1/4周期で引き伸ばされる渦長である。この時、渦が
MEMSから奪ったエネルギーが全て渦の伸長に使われているとすると

Γ =
2ϵf

v20
δl (2.8)

となる。彼らはこの図2.25(a)のように渦が引き伸ばされていると仮定し、δl =
√
A2 + L2−

L ≈ A2/2Lと見積もった。すると Γ = 5.4× 10−13 kg/s程度になる。これは先ほどシミュ
レーションから得られた値と比べると 2桁ほど小さい。ここで使われた δl ≈ A2/2Lは今
回のシミュレーション結果と比べると小さく、実際は直線状ではなく、2.25(b)のように

13厳密には [72]の supplemental material
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図 2.26: 臨界角モデルで記述された複数渦の場合の Fxの時間発展と境界を橋渡しする渦
の本数の時間発展 [82]。“Estimated force”は 2.23(a)の f = f1のデータをフィッティング
したものに渦の本数をかけたものである。

屈曲した形で渦は引き伸ばされる。また、この一連の理論は鏡像渦の影響などは考慮し
ていない。これらを考慮しても、1桁ほどしか大きくならず、この差の原因は完全にはわ
かっていない。

2.6.2 複数渦の場合の力

臨界角モデルで記述した複数渦の場合の力を図 2.26に示す。この図には同時に、オレン
ジ色の破線で示された見積もり (Estimated force)も示している。この見積もりは、先ほ
どの、単一渦の場合での力のフィッティング結果に橋渡ししている渦の本数をかけたもの
である。渦がお互いに相互作用せずにそれぞれが単一渦の場合と同様に回転しているだけ
ならば、この見積もりとシミュレーションから得られた結果 (Total force)は一致するはず
である。しかしながら、これらが一致せず、見積もり (Estimated force)の方が大きくなっ
ている。
これらの違いは渦の相互作用の有無によるものかもしれない。検証のために簡単な系で
シミュレーションを行った。初期条件として反平行な渦のペアを (x, y) = (0.9 µm, 0.9 µm)

及び (−0.9 µm,−0.9 µm)に設置する。これらの渦は臨界角モデルで記述される粗い固体
境界にピニングされており、上部は振動させられる。図 2.27(a)はこの計算で得られる渦
一本あたりの力と単一渦の場合の力がそれぞれ示されている。また、渦のダイナミクスの
スナップショットは図 2.27(b)に示されている。初期状態から、振動をかけ始めると渦は
互いにほぼ独立に回転し始める。この時は渦は互いに遠くあまり相互作用をしていない。
早い時間帯では、渦のペアの場合と単一渦の場合では力にそれほど大きい違いは見受けら
れない。しかし、渦の振幅が大きくなっていき、局所的に渦同士が近い部分が発生すると
相互作用が優位になる。その結果、渦のスムーズな回転が阻害される。その結果、力は単
一渦の場合と比べて小さくなる。複数渦の場合では、このようなメカニズムが局所的に複
数起きており、その結果渦による力が小さくなっていると考えられる。
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z

(b)

図 2.27: (a)臨界角モデルで記述された反平行な渦の場合 (Pair vortices)と単一渦の場合
(Single vortex)における力の比較 [82]。反平行な渦の場合 (Pair vortices)の力は渦の本数
で平均してある。(b)は反平行な渦の場合の時間発展を示していて、仮想的な直方体は x、
y方向に 3.6 µm、z方向に 2.0 µmであり、中心が原点である。これらの渦は、最初はお
互いほぼ独立に自己誘導速度で回転しているが、渦が近づいてくると相互作用が優位にな
る、自己誘導速度による回転が阻害されてくる。最終的には渦は再結合して、RSIDで散
逸される
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図 2.28: 臨界角モデルで記述された複数渦の場合の注入を切った時の力と渦の本数の時間
発展 [82]。差し込まれたスナップショットは時刻 0.6455 msのものである。

力のヒステリシスの起源

力のヒステリシスの起源を複数渦の場合のシミュレーションから考察する。力のヒステ
リシスはチューニングフォークが駆動されていない時、すなわち、外部からの渦注入がな
い時に起こる。これまでの議論にもあったように、ピニングの強さは量子渦が多いほど強
く、ヒステリシスが見られる系では何らかの原因で渦の数が減少していると考えられる。
そこで、我々は外部からの渦の注入を切り、図 2.17と同様のシミュレーションを行った。
そのシミュレーションで得られた力をプロットしたのが、図 2.28である。この系では渦は
単調に減少していく。また、注入がある場合とは異なり、ある程度時間が経過したのち、
シミュレーションから得られた力と見積もりは一致する。これは、渦の数が減少し、渦の
数密度が小さくなると、渦は相互作用せずにそれぞれ独立に回転するためである。
注入がある時 (チューニングフォークが振動している時)は、渦注入と散逸が釣り合う
統計的定常状態に落ち着くため、ヒステリシスが観測される理由はない。一方で、注入が
ない時 (チューニングフォークが振動していない時)は、渦は振動とともに単調に減少す
るだけなので、振動し始めた時間では、力が大きく、十分振動した後では、力が小さくな
るヒステリシスが観測される。

位相ノイズ

Barquistらによると、図 2.4に示された位相ノイズのパワースペクトル密度 Sϕ(f)は、
Sϕ(f) ∼ f−1/2 となる14。このスペクトルと渦の個数のパワースペクトル密度 SN(f)の
関係は Sϕ(f) = (dϕ/dN)2 SN(f)となる。(dϕ/dN)が振動数によらないとすると、Sϕ(f)

と SN(f)は同様の振動数スペクトラムを示す。図 2.20(a)に示された渦の個数の時間発
展のパワースペクトラムを取ると SN(f) ∼ f−1.06程度になる。Weriner-Kinchin定理15よ
り、SN(f) ∼ f−1 の時、渦の個数の自己相関関数 ⟨N(t)N(t− τ)⟩ ∼ const.というホワ
イトノイズ的な振る舞いを示している。これは、渦の個数のパターンが時間相関なくラ
ンダムになっていることを表している。一方で、実験で観測された Sϕ(f) ∼ f−1/2では、
⟨N(t)N(t− τ)⟩ ∼ τ−1/2となる [72]。これは渦の放出が系のなかの渦の本数に依存してい

14ここの f は信号を時間的に Fourier変換するときの振動数。
15パワースペクトル密度が自己相関関数の Fourier変換であることを示す定理。
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ることに起因していると考えられる。実験と我々のシミュレーションの違いは、系の大き
さによる渦の本数 (今回のシミュレーションでは 30本程度と少ない)や渦密度に起因する
と考えているが、明確な原因はわからず、今後の課題である。

2.7 結論と展望
本研究では、超流動ヘリウム 4の量子渦のピニングに関して、臨界角モデルと 半球型

ピニングサイトモデルという 2つのモデルを導入して議論した (2.3章)。臨界角モデルは
現象論的に固体境界条件に量子渦の端を強制的に固定し、ダイナミクスを記述した。この
モデルでは非常に粗い構造を持つ固体境界により温度 0 Kにおいても散逸を包含してい
た。一方で、半球型ピニングサイトモデルは臨界角モデルよりも厳密に解くことができ、
ピニング-ディピニングも記述できた。このモデルは単純な境界の凸構造しか記述できな
いため、散逸は内包しないが、粗い境界の突起の間に存在する渦など、細かい情報が記述
できる。
これらのモデルを用いて、実験系をモデル化し、数値シミュレーションを行った (2.4章)。

2.5章で渦のダイナミクスを議論した。2つの平行な固体境界に挟まれている渦は、境界
の振動とともに、伸長される。十分粗い境界 (臨界角モデル)では、伸長された渦は壁と
再結合することで散逸され、統計的定常状態に落ち着く。半球型ピニングサイトモデルで
は、伸長された渦はディピニングすることがわかった。また、この伸長は、境界の振動数
に強く依存し、Kelvin波モードに対応する振動数の時はよく伸長され、Kelvin波モード
から遠い振動数の時はあまり伸長されなかった。渦が複数存在する時には、渦が互いに相
互作用することで、単一の場合とは異なるダイナミクスが見られた。ピニングが臨界角モ
デルで記述される時、外部から渦の注入がある場合でも、乱流は生成されなかった。この
時、量子渦同士が再結合することで、散逸されやすい形に変わる様子が観察された。一方
でピニングがない時には乱流が生成され、ピニングによって乱流生成が制限される可能性
が見えた。
2.6章では、我々は張力に着目することで、境界に働く力を見積もった。これにより、実

験での観測事実に肉薄できた。MEMS共振器の減衰に関しては、境界の振動とともに渦
が回転運動を起こすことで、特にKelvin波モードに対応する振動数で揺さぶられている
時は、運動方向に振動的な力を及ぼすことがわかった。これをフィッティングしてみた結
果、渦は境界の運動と反対方向 (境界の速度の逆方向)に力を及ぼし、実質的な減衰力を
生んでいることがわかった。また、力のヒステリシスを検証するために、我々は渦の注入
がある場合とない場合でそれぞれシミュレーションをおこなった。渦の注入がある場合
は、乱流こそ発生しないものの、統計的定常状態に落ち着く。一方で渦の注入がない場合
は渦が単調に減少していく。その結果、渦の注入がある場合 (チューニングフォークが振
動している場合)には、注入により統計的定常状態に落ち着くので、力のヒステリシスが
観測される理由はなく、渦の注入がない場合 (チューニングフォークが振動していない場
合)には、速度が増加して減少する過程中にも残留渦が減少していくので、ヒステリシス
が観測される。
本研究は、量子渦糸モデルの枠組みでピニングをモデル化し、振動する境界が渦に作用

する系をシミュレーションで調べてきた。以下では、この研究が抱える課題とその研究指
針を示して本章のまとめとする。
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図 2.29: StaggらがGross-Pitaevskiiモデルを用いて計算した粗い境界上でできる渦層の
スナップショット [84]。黄色い部分は十分大きいポテンシャルを表し、波動関数がほとん
ど侵入しないようになっている。赤い線が量子渦を表している。境界面で層を形成してい
る様子が見られる。

境界面に構成される渦層

我々が用いた臨界角モデルでは、十分粗い境界の突起の 1つにピニングされた量子渦
が、十分傾くことで、別の突起と再結合を起こし、渦が突起間をつなぐ線渦と元よりも短
いピニングされた量子渦になる描像を用いた。ここでは、突起間をつなぐ線渦は、非常に
小さく、ダイナミクスに大きな影響を及ぼさないとして無視していた。一方で、Staggら
は、Gross-Pitaevskiiモデルを用いて、粗い境界をポテンシャルとしてモデル化し、そこ
に定常な超流動流を流した [84]。その結果、粗い境界中に量子渦が多数生成され、引き伸
ばされることで、境界面に量子渦の層を作ることがわかった (図 2.29)。この量子渦層構成
のストーリーで力のヒステリシスなどの実験的描像を説明することは難しいと考えてい
るが、有効的な粘性として、減衰に寄与している可能性はある。
Walmsleyらによる超流動ヘリウム 4の量子乱流の減衰から評価された有効動粘性は

ν = 0.1κである [85]。プレートが速度 u0 cos(ωt)で振動している時、単位面積あたりの粘
性から受ける力 σは

σ = −
√

ωνρ2u0 cos
(
ωt+

π

4

)
(2.9)

と表せる [86]。ここで、ρは流体の質量密度である。今、ρ = ρsとして計算すると、
√
ωνρ2su0 =

2.93× 10−2 N/m2となる。今、プレートの大きさは 125× 125 µm2なので、プレートには
およそ 457 pNほどの力がかかることになる。この古典流体の議論が、今回の系に対応し
ているかは不明だが、今回無視した小さい渦について研究する価値はあると考えている。

境界と渦の相互作用

本研究では、境界は単調に振動するだけで、渦から受ける作用は全く考慮されていな
い。実験の描像を完全に再現するためには相互作用を記述しなければならない。最もシン
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図 2.30: 渦と境界の相互作用を運動方程式を解くことで表した時の、境界の変位の時間発
展。“no vortex”は渦がない時、“single vortex”は渦が 1本の時、“multiple vortex”は渦
が 100本ある時を表している。

プルな実装方法は、プレートの運動をNewtonの運動方程式で記述することである。テス
トケースとして、

d2x

dt2
= −ωx+ Fvor/m (2.10)

という運動方程式と仮定してみる。ここで、x、mはプレートの変位と質量、Fvorは渦によ
る力である。Fvorは 2.6章に示されている方法に倣う。ピニングされた渦の端は速度 dx/dt

にしたがって動く。初期状態として x = 0、dx/dt = 2πf1Aを与えて、3つの条件で計算し
たものが、図 2.30である。渦がない時 (no vortex)、当然ながら、プレートは減衰も励起も
せず、単振動する。一方で、単一渦の時 (single vortex)及び複数渦の時 (multiple vortex)、
渦の数に対応して、振動が減衰していることが確認できた。また、Fvorは速度に比例する
成分以外も持っているため、渦が多い時は振動周波数が変化する。これは、乱流を発生さ
せると共振周波数が変化する実験での観測と矛盾していない。

ピニングモデルの他の系への応用

本研究で用いた臨界角モデルは、他の系への応用が可能であると考えている。応用例と
して、熱対向流を考える。図 2.31に境界条件を変えて、流量をほとんど同じにした場合の
対向流によって作られる量子乱流を示す。ここで、温度は 1.5 Kであり、x正の方向に常
流動が、負の方向に超流動が流れている。図 2.31(a)は 3方向周期境界で、(b)は z方向の
み固体境界、(c)は y,z方向で固体境界になっている。常流動速度場 vnは層流を仮定し、
(a)の場合は一様流、(b)の場合は放物線的流れ [87]、(c)の場合はHagen-Poiseuille流 [39]

としている。超流動速度場 vsは、流量
∫
S
ρsvs + ρnvn = 0を満たすように一様な流れを

かけている。今、固体境界に付着している量子渦は臨界角モデルでピニングされている。
この時、固体境界のためか、量子渦密度が (a)から (c)にいくにつれ小さくなっている。
熱対向流の解析には渦密度 l̃に対する時間微分方程式であるVinen方程式がよく用いら

67



れている16。
dl̃

dt
= χ1αvnsl̃

3/2 − χ2
κ

2π
l̃2 (2.11)

この式の定常解 (dl̃/dt = 0)は

l̃1/2 = γ(vns − vc) (2.12)

γ =
2αχ1

χ2

(2.13)

となる。Adachiら [24]やYuiら [39]の解析によるとvc ∼ 0.1 cm/sであった。一方、Martin

ら [89]の測定によると、vc ≈ 1.0 cm/sに近い値になっているように見える (図 2.32の埋め
込み図を参照)。また、乱流生成の転移速度17も 1.3 cm/sを超えており、AdachiらやYui

らの場合よりも大きい。
ピニングが効いている場合、壁付近で、超流動・常流動流れから渦へのエネルギー輸送
が阻害されるために、転移温度や vcが上がる可能性がある。そこで、図 2.31(c)と同様な
正方管系で、流速を変えてシミュレーションを行った。ここで管は一辺 0.1 cmで、温度
は 1.5 Kである。相対速度の平均と l̃1/2の平均をプロットしたものが図 2.32である18。こ
こで、計算時間中に渦が完全に消滅したものは密度 0として表示している。相対速度が大
きい 3点を式 (2.12)で γと vcをフィッティングパラメータとして、フィッティングしたと
ころ、γ = 134.8 s/cm2、vc = 1.59 cm/sという結果を得た。γの値は Yuiらによる数値
計算と同様のオーダーである [39]。一方、vcや転移温度 (2 cm/s程度)は先行研究と比べ
大きくなった。この値は、実験と比べても大きくなってしまう。また、今回のシミュレー
ションでデータが得られている vnsの範囲は、Staggらの実験ではすでに vnsと l̃1/2の直
線関係から外れてしまっている。今回用いた臨界角モデルは凹凸の間隔が分解能程度の非
常に粗い境界を仮定したモデルであるため、境界の荒さを落とし調整したモデルを導入す
ることで実験とコンシステントな結果が得られる可能性がある。

16これは一様な量子乱流を仮定しているので必ずしも正確ではない。vnsといった形の相対速度に依存す
るような vs と vn の対称性がある保証もない [88]。

17実際にはこの転移速度は 2つあり、常流動層流・超流動乱流の T1領域、常流動及び超流動乱流の T2
領域が考えられている。これらは相対速度を上げるとともに層流領域、T1領域、T2領域といった順に転
移していく。今回は層流領域から T1領域への転移を考えている。

18Poiseuille流が流れる対向流では渦長は時間的に大きく振動する。また、今回の結果は計算時間があま
り長くないため、大きく計算時間を取ると平均渦密度は変わるかもしれないが、定性的には近いものが見
られると考えている。
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(a) (b) (c)

図 2.31: 対向流によって作られた量子乱流のスナップショット。(a)3方向周期境界、(b)z

方向固体境界、(c)y,z方向固体境界で、それぞれの流量はほぼ同じになるように設定して
いる。固体境界表面の渦は臨界角モデルによってピニングが記述されている。

図 2.32: l̃1/2と平均相対速度の関係。計算時間中に渦が完全に消滅したものは l̃1/2 = 0と
して計算している。l̃1/2は時間平均をとっている。黒点線は、式 (2.12)で平均相対速度が
高い 3点をフィッティングした結果である。埋め込まれた図は、Martinらによる実験で測
定されたものであり、l̃1/2は管の長さで無次元化されている [89]。
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第3章 帯電粒子をトラップした量子渦の
ダイナミクス

3.1 序章
大阪大学のMinowaらのグループは近年、超流動ヘリウム 4中の量子渦をシリコン微

粒子を用いて可視化することに成功した。図 3.1Aは実験系を表している。実験では一辺
3 cmのセルにシリコン結晶を設置し、超流動ヘリウム 4を満たした。彼らはシリコン結
晶に 1 mJほどのエネルギーを持ったパルスレーザーを照射して粉砕し、系にシリコン微
粒子を拡散させた。この技術をレーザーアブレーションと呼ぶ。系に拡散した粒子はシー
ト状のレーザーを照射することで可視化される。図 3.1Bに、観測結果の一部が示されて
いる。粒子が線のように並び、量子渦のようなものが可視化されていることがわかる。彼
らは再結合後の量子渦の距離 d(t)を

d(t) = A
√
κ(t− t0) (1 + c (t− t0)) (3.1)

という式でフィッティングした。式 (1.17)との違いは係数 cがついた補正項があることで
ある。実験では c ≈ 0 s−1であり、Aは 2.5から 4.5程度の値が得られた [14]。我々はこれ
までに、図 3.2A-Dに示されているような系で量子渦の再結合のシミュレーションを行い、
2つの量子渦の最近接点から量子渦同士の距離を評価することで式 (3.1)のAや cが実験
と大きく離れていないことを確認した (図 3.2E)[14]。Minowaらのグループは他にも光ト
ラップ技術を用いて超流動ヘリウム 4中の金属微粒子をトラップすることに成功しており
[90]、可視化された量子渦をトラップする試みも行っている。
レーザーアブレーションによって生成された金属微粒子の特徴として、以下が挙げら

れる。

• 密度や反射率がヘリウム 4に比べて非常に高い

• 粒子が非常に小さい (平均半径が 45 nmほどで、7割ほどの粒子が 100 nm

以下。よく使われる水素粒子は∼ 1 µm)

• 帯電している場合がある

Minowaらは粒子の帯電に着目し、振動する電場をかけることで、量子渦にトラップされ
た粒子を駆動し、Kelvin波を励起することを試みた [91]。図 3.3にその一例を示す。(a)(b)

では、周期的に振動する一様な電場が上下にかかっている。ここでは、量子渦にトラッ
プされていると思われる粒子のラインのうち、一部の帯電している粒子が電場で駆動さ
れることにより、運動している。これらは一見ヘリカルな構造を持っているように見え、
Kelvin波が励起できていると考えて良い。その後、(c)では、電場を止めた。すると、観測
できている範囲では、ヘリカルな構造は消滅し、緩やかな線状の粒子のラインが見えた。
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図 3.1: (A)Minowaらが用いた実験系の模式図 [14]。アブレーションレーザーがシリコン
の試料に照射され粒子が放出される。その粒子は照射されたシート状の光を散乱するこ
とで可視化され、その様子がハイスピードカメラで捉えられている。(B)はそのスナップ
ショットで、赤い線で示されているようにライン状に粒子が並んでいるのが見られている。

図 3.2: (A)-(D)我々のグループによる量子渦糸の再結合のシミュレーションのスナップ
ショット [14]。立方体は一辺 1 cmであり、上部と下部は固体境界条件が適応されており、
量子渦糸が付着している。(E)は式 (3.1)で再結合後の渦間距離をフィッティングした際
の、パラメータAと cの分布を表している。凡例は渦の初期距離を表しており、それぞれ
の点は渦の初期相対角度を 0から π/2の間で変えてシミュレーションを行い、得たもので
ある。
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(a) (b) (c)

E

図 3.3: Minowaらの実験で見られた粒子のスナップショット [91]。(a)(b)振動電場がかかっ
ており、粒子はヘリカルな構造を持っているように見える。(c)振動電場を切ると、粒子
は一列の線状に再び並ぶ。

図 3.4: Minowaらの実験で、振動電場の振動数を変えて、粒子を駆動し、それぞれの波
数を計算し、波数と振動数の関係を両対数グラフにプロットしたもの [91]。
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彼らは、振動電場をかけることで、Kelvin波のような構造ができることを確認した後、
Kelvin波の分散関係を調べた。振動電場の角振動数ωを変えて、数通りの実験を行い、波
の形状から、おおよその波数が計算される。それを両対数プロットしたものが図 3.4であ
る。緑の点がデータ点、赤線がω = c1κk

c2という、2つのフィッティングパラメータ c1、c2
を持つ関数でフィッテングされたもので、青線が ω = c1κk

2という 1つのパラメータを持
つ関数でフィッティングされたものである。ω = c1κk

c2のフィッティング結果は c1 = 8.21、
c2 = 1.68 + 0.25, 1.68− 0.19と式 (1.49)による予言とあまり大きくは外れていない。
本研究では、量子渦にトラップされた帯電粒子を取り扱うモデルを提案するとともに、
帯電粒子に電場をかけて駆動することによるKelvin波励起とその有限サイズ効果、粒子
軌道などについて議論する。

3.2 モデル化

3.2.1 粒子ダイナミクスのモデル化

Minedaらは量子渦にトラップされた (帯電していない)粒子のダイナミクスをNewtonの
運動方程式を直接解くことで記述した [92]。粒子にはストークス力FS、張力FT、Magnus

力FM、相互摩擦FDがかかるとして、それぞれ

FS = 6πRη(vn − vp) (3.2)

FT = T0[s
′(ξ +∆ξ/2)− s′(ξ −∆ξ/2)] (3.3)

FM = ρsκs
′ × (vp − vs,nl)∆ξ (3.4)

FD = [γ0s
′ × s′ × (vp − vn)− γ′

0s
′ × (vp − vn)]∆ξ (3.5)

T0 =
ρsκ

2

4π
ln

[
2
√

l+l−√
ea

]
= ρsκβind (3.6)

となる [13, 16, 92]1。ここで vpが粒子の速度、vs,nlは非局所項による超流動速度である。
帯電粒子の場合、これに電場によって帯電粒子が受ける力FE = qEを加えて

m
dvp

dt
= FS + FT + FM + FD + FE (3.7)

となる。この式は厳密であると考えられるが、実際数値的に解く上では少し困難が生じ
る。それは粒子の半径が平均 43.5 nmと非常に小さいため、質量も非常に軽く、計算を
安定させることが困難であることである。そこで、各項のオーダーを見積る。実験で見
られている粒子の振幅 300 µm程度と振動数 0.8 Hzを用いると、mdvp/dt ∼ 10−21 N、
FS ∼ 10−15 N、T0 ∼ 10−12 N、FM ∼ FD ∼ 10−15 N、FE ∼ 10−15 N(q = −eの素電荷
の場合)となる。これより、慣性項が非常に小さく、無視しても問題ない2。つまり、方程

1張力 FT は本質的には自己誘導速度と同じであり、展開することで、同じ形にすることができる。しか
し、従来通り s′′ を用いた形をとると、粒子が作るキンク状の構造に対応できない。仮に s′′ を用いると、
ダイナミクスは強い分解能依存性を示す。s′ もキンク形状を示す点では任意性があるが、これは大きさも
1であり、あまりダイナミクスに強い影響を与えないと思い、そのまま用いる。

2言い換えれば、質量が極端に小さいため、非常に早く終端速度に緩和する。例えば、運動方程式

m
dv

dt
= F − kv (3.8)
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式は
0 = FS + FT + FM + FD + FE (3.9)

となる。これを vpについて解くことで、ダイナミクスを計算できる。実際の計算では、
式 (3.9)を変形して、

[6πηR/∆ξ + (γ′
0 − ρsκ) s

′ ×−γ0s
′ × s′×]vp = − ρsκs

′ × vs,nl + 6πRηvn/∆ξ

+ T0[s
′(ξ +∆ξ/2)− s′(ξ −∆ξ/2)]/∆ξ

− γ0s
′ × s′ × vn + γ′

0s
′ × vn

+ qE/∆ξ (3.10)

となるので、ベクトル解析の式

(ζ1 + ζ2s
′ ×+ζ3s

′ × s′×)vp = G (3.11)

⇔ vp =
1

(ζ1 − ζ3)
2 + ζ22

[(ζ1 − ζ3)G+ ζ2G× s′

+
ζ22 + ζ23 − ζ1ζ3

ζ1
(G · s′) s′] (3.12)

を用いて計算する3。

3.2.2 系のモデル化

粒子の運動が従う方程式を決めたので、次は系をモデル化する。今回は、図 3.5のよう
に、平面な固体境界 (z方向)に挟まれた 1本の量子渦を考え、その中心に帯電粒子がト
ラップされている系を主に考える4。ここで渦の方向は+z方向である。系には振動電場
E = E0 cos(2πft)x̂がかかっており、E0は実験的な代表値E0 = 8823 V/mを、振動数 f

には 0.8 Hzを主に用いている。粒子の電荷 qの正確な値はわからないが、電子一つがつ
いていると考えて q = −e(= −1.602× 10−19 C)とする。系の大きさ Lに関しては実験セ
ルの大きさ∼ 1 cmを主に採用している。シミュレーションで主に用いるパラメータは表
3.1にまとめている。
もちろん実際の系では、一般に渦の配置はより複雑である。ここでは、実験では系の中

心付近を主に観察していることから、渦輪や複雑な形をした渦を考えないこととし、簡単
のために図 3.5のような系を考えている。

3.3 Kelvin波励起
粒子を振動させることによるKelvin波励起を確認する。図 3.6には、渦長の初期状態か

らの伸び∆Lを示している。粒子の駆動を始めるとともに渦長は徐々に伸長されていき、

を考えると、その解は v(0) = 0の時、v(t) = F
k

(
1− exp(− k

m t)
)
となる。この時、緩和の時定数 τ = m

k は
質量が十分軽い時 (m → 0)は非常に小さくなるため、早い時間で緩和することがわかる。

3FT の s′(ξ +∆ξ/2)及び s′(ξ −∆ξ/2)は点 s(ξ) = si の前の点 s− と後の点 s+ を用いて、それぞれ、
(s+ − si)/|s+ − si|、(si − s−)/|si − s−|と近似している。

4先の章とは異なり、渦が横倒しになっているような見せ方にしているのは、実験で見られている映像に
対応させているからである。
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図 3.5: 対象とする系の初期状態。青い線は渦糸、赤い点は粒子を示しており、x方向に
振動電場をかけて駆動する。z方向には固体境界条件が適応されている。描かれている直
方体の寸法は z方向に L = 1.0 cm、x、y方向に 0.32 cmである。

パラメータ 文字 値

系の大きさ L 1 cm

温度 T 1.4 K

時間分解能 ∆t 6.25 µs

最少渦点間隔 ∆ξmin 5 µm

最大渦点間隔 ∆ξmax 10 µm

電場の振動周波数 f 0.8 Hz

電場の大きさ (振幅) E0 8823 V/m

粒子の電荷 q −e = −1.602× 10−19 C

粒子の大きさ R 43.5 nm

表 3.1: シミュレーションで主に用いるパラメータ。特筆しない限りこれらの値を用いて
いる。

(a) (b)

図 3.6: 渦の伸長の時間発展。内部には赤い点で示された時間でのシミュレーションのス
ナップショットを示している。どちらのスナップショットも渦の変位は x、y方向に 3000

倍誇張されている。

76



図 3.7: 振動電場の振動数を 0.8 Hz、1 Hz、2 Hz、3 Hzの 4通り計算し、それぞれから計
算された波数をプロットしたもの。スケールは両対数である。波数は z > 0の範囲で計算
された。

定常状態へ達する。その間の渦のダイナミクスを追う。電場によって粒子が駆動される
と、駆動されている点からヘリカルな波が+ẑ方向と−ẑ方向の両方に伝わっていく (図
3.6(a))。それぞれの波は+ẑ方向に渦度の向きに対して右巻き (右ねじ)、−ẑ方向には左
巻き (左ねじ)の構造を持っている。ここで、図中の渦は x及び y方向に 3000倍に誇張さ
れていることに注意が必要である。そのため、ヘリカルな構造の波数 kと振幅 ϵに対して
1/k ≫ ϵは明らかに満たされている。励起された波は伝播したのち、固体壁に到達、反射
される。最終的には反射された波と帯電粒子から励起される波が互いに干渉し、定常波の
ようになる (図 3.6(b))。
このヘリカルな構造が実際にKelvin波の分散関係に従うのか検証する。今回系の大き

さをそのままに振動数 f を変えて計算し、渦の位置を xz平面に射影したもの5を z > 0の
範囲を関数C sin(kx+ θ)という形でフィッティングした。ここでフィッティングパラメー
タは振幅C、波数 k、位相 θである。各振動数ごとにフィッティングで得られた波数 kの
平均と振動数 f を両対数プロットしたものが図 3.7である。これらはおおよそ直線上に並
んでおり、c1

κ
8π2 log

(
R
a

)
kc2でフィッティングすると (ここでRは特徴的なスケールで今は

Lを選んでいる)、c1 = 0.8、c2 = 1.97程度になった。これは振動数が k2に依存しており、
式 (1.44)を支持している。そのため、ここで見られているものはKelvin波と言って問題
ないと思われる。
実験的に分散関係を調べる方法として、(1)実験の試行ごとに、振動数が異なる電場を

印加し、それぞれの波数を計算する、(2)同じ渦に対して、電場の振動数を変更し、波数
の変化を見る、の 2通りが考えられる。(1)では、ほとんどKelvin波が立っていないであ
ろう状態から励起していくので、より正確に分散関係が見えると思われるが、何度も実験
を行う必要がある。実験では、1回の試行で高々数本の渦しか見えないのであまり効率が
よくない。(2)では、すでにKelvin波がたった渦を異なる振動数で駆動するので、前の履
歴が影響してくる可能性があるが、1試行で複数のデータが取れる。図 3.7に示されてい
る分散関係は直線状態の量子渦から初め、それぞれ振動数が異なる電場を印加して、波数

5これは実験で見られているものに対応している。
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0.8 Hz 1 Hz 2 Hz 3 Hz

図 3.8: 振動電場の振動数を 15 sごとに 0.8 Hz、1 Hz、2 Hz、3 Hzと順に変化させた時の
渦長の時間発展。振動数を変えあと、数秒で統計的定常状態へと緩和していることがわか
る。

Particle

Vortex

T0T0

x

λ/4

図 3.9: 電場で駆動される粒子近傍の渦の概念図。渦は実際、曲線である可能性があるが、
簡単のため直線で表している。

を計算しているので (1)に相当する。(2)に相当する方法を検証する。図 3.5と同じ初期状
態から、振動数 f を 15 sごとに 0.8 Hz、1 Hz、2 Hz、3 Hzと変化させた。そのときの渦
の伸びの時間発展が図 3.8に示されている。振動数が変化した時、それぞれ 5 sから 10 s

程度で前の振動数で励起されたKelvin波の影響がなくなり、定常状態に達する。つまり、
ある程度時間をおけば問題はない6。しかし、実際の系では振幅がこのシミュレーション
で得られたものよりも大きくなっているので、減衰により時間がかかる可能性があるた
め、前の振動数による影響を消すためにはより長い時間が必要かもしれない。
最後に、その減衰について議論しておく。簡単のため、Kelvin波を図 3.9のように直線
近似し、2次元的に考える。すると反波長あたりの渦長は 2

√
ϵ2 + (λ/4)2となる。ここで

図中の xを振幅 ϵとしている。波長 λは λ = 2π/kから求められ、波数 kは振動数に対応

6この時間が具体的にどれくらいかは不明だが、式 (1.50)から、Kelvin波の振幅は 1/αωの特徴的時間
で減衰するため、それに近い値であると考えられる。これは、温度 1.4 K、角振動数 ω = 2π× 0.8 rad/sで
は、おおよそ 3.8 sである。
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exp(−2αωt)

図 3.10: 図 3.6の時間 15 sで振動を切った時の渦の伸長の時間発展。縦軸は対数スケール
である。

図 3.11: 粒子が単一の場合 “1 particle”と複数の場合 “11 particles”の渦の伸長の時間発
展の比較。

したモード k = nπ/Lを持つ。この構造は系に n個存在するので、渦長 L′は

L′ = 2n
√

ϵ2 + (λ/4)2 (3.13)

となる。これに、ϵ ≪ λ/4という仮定を加えると、渦の伸び∆Lは

∆L ≈ 2L

λ
ϵ2 ∝ exp (−2αωt) (3.14)

となり、exp (−2αωt)に従い減衰していくという結果が得られる。実際に、電場で粒子を
駆動させ続けた後に、電場を切った結果が図 3.10である。このように exp (−2αωt)にした
がって減衰している。渦長が 2桁ほど減衰した後に、exp (−2αωt)から外れる原因は不明
であるが、数値的な渦点の揺らぎのみになっておりKelvin波的な特徴が弱くなっている
ためであると考えている。

3.4 粒子トラップによる影響
ここでは帯電粒子の他に帯電していない粒子が複数トラップされることによる影響を

議論する。結論から言えば、ほとんど帯電していない粒子をトラップすることによる影響
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図 3.12: 系の大きさ L = 0.1 cmの時に、振動電場の振動数を変えて得られる分散関係。
黒い破点線は nπ/(L/2)を示している。埋め込まれた図は図 3.7にL = 1.0 cmの分散関係
に nπ/(L/2)を追記したものである。

はない。我々は図 3.5と同様の系に、帯電粒子から両側に帯電していない粒子を 0.2 mm

間隔で 5個ずつ粒子を追加し、シミュレーションを行った。図 3.11は粒子 1つの場合との
渦長の伸び∆Lの比較を示している。十分時間が経った定常状態では少し差が生じている
が、両者の伸びの時間発展はおおよそ一致している。差の原因は粒子がトラップされてい
る部分にストークス力がかかることで実効的な減衰が大きくなっているためであると考え
られる。また、3.3章と同様に渦のパターンから波数を計算したところ、両者の間の差は
0.1%程度にとどまっており、粒子がトラップされることによる観測の誤差はほとんどな
いと考えられる。

3.5 有限サイズ効果
この系で見られるKelvin波には強いシステムサイズ依存性が見られる。系の大きさ L

を 1/10の L = 0.1 cmにした時のKelvin波の分散関係を図 3.12に示す。フィッティング
結果こそ上手くいっているように見えるがデータ点はほとんど線上に乗っていない。一般
的にKelvin波は系の大きさ Lに対して、nπ/Lという系の大きさを反映したモード波数
で共鳴する。この分布は系の大きさによるKelvin波モードの制約を反映しているものと
思われる。黒い破点線は nπ/(L/2)を表している (分母は、z正の部分のみを考えているこ
とを反映)。周波数が高いところ (2 Hz及び 3 Hz)では、波数の分布がKelvin波モードに
よく集中している様子が見える。低周波数では、Kelvin波モードよりも大きい波数になっ
ているが、これは渦の片端が固体境界ではなく粒子であることに起因している。渦の端が
滑らかな7固体境界の場合、渦は境界に対して垂直に入射する条件が課せられる。そのた
め、渦の端が固体境界ならばその部分は渦の振動の腹になる。一方で、端が粒子である
場合は、その必要はないため、ずれが生じる。また、図 3.12中に差し込まれた図は 3.7に
nπ/(L/2)を追記したものであり、十分多くのKelvin波モードがあるため、分散関係が適
切に現れていることがわかる。

7ここではピニングの影響がないことを意味している。
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(a) (b)L = 0.1 cm L = 1.0 cm

図 3.13: (a)L = 0.1 cm、(b)L = 1.0 cmの時の渦の伸長の時間発展。凡例は振動電場の振
動数 f を表している。

2章で見られたような渦長と振動数の関係はこの系でも見られる。2章では、系の大き
さに対応する Kelvin波モードと共鳴する振動数で駆動された場合は渦はよく伸長され、
どのモードからも遠い場合はあまり伸長されなかった。図 3.13に振動数ごとの渦長に時
間発展を示している。図 3.13(a)に示されているように、L = 0.1 cmでは、f = 0.8 Hz

や f = 3 Hzに比べ、f = 1 Hzや f = 2 Hzではほとんど伸長されていない。これは
f = 0.8 Hzや f = 3 Hzが系の大きさに対応したKeivin波モードに近いことに対応してい
る。一方で、図 3.13(b)に示されている L = 1.0 cmの場合では、対応するKelvin波モー
ドが多いため、どれもよく伸長されている。
図 3.13から他に読み取れることとして、(1)共振している場合、振動数 f が小さい方

が渦の伸びが大きいこと8、(2)Lが小さい方が渦の伸びが大きいことの 2つがある。(1)

には、式 (1.50)に示されたKelvin波の減衰が関わっている。今回の系における統計的定
常状態は、粒子の振動によって両側に励起される Kelvin波と反射されてくる Kelvin波
が干渉して定常波を作ることで実現する。式 (1.50)によると、Kelvin波の振幅の減衰は
∼ exp[−αωt]という形に比例し、角振動数ωが小さい方が相互摩擦による減衰が弱い。粒
子が駆動されている点で励起されたKelvin波が反射して粒子まで帰ってくる時間は、群
速度 dω/dk ∼ βindkを使うと、∼ L/βindkである。よって、分散関係を用いると、Kelvin

波が反射して帰ってくるまでの減衰は∼ exp
[
−αL

√
ω/βind

]
に比例する。よって、振動

数が大きいほど強く減衰して返ってくる。よって、ω(あるいは f)が小さい方が振幅が大
きい反射波と干渉できるため、結果的に振幅が大きくなり、渦長も長くなる。(2)につい
ても反射波を考えれば、説明できる。振幅の減衰はLの減少関数であるため、Lが小さい
方が大きい反射波と干渉できる。また、Lが小さければ、一度励起されたKelvin波は何
度も壁を反射しつつ留まる。そのため、複数の波と干渉し、渦長は長くなる。
最後に、壁付近に粒子がトラップされている場合を見ておく。粒子の位置を壁から0.1 mm

の位置に変え、計算を行った。図 3.14はその t = 10 sでのスナップショットである。この
ように壁に近い粒子を見ている場合、粒子の両側で非対称な形のKelvin波が形成される。
実験的にKelvin波を見る時はこのような壁近傍の効果には注意が必要である。
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図 3.14: L = 1.0 cmで右側の壁から 0.1 mmの位置に粒子をおいた場合ののスナップショッ
ト。時間は駆動開始から 10 sである。x、y方向には 3000倍誇張されている。

(a) (b)

(c)

図 3.15: (a)(b)粒子の軌道を xy平面に射影したもの。赤い点は (a)5 s、(b)10 sにおける
粒子の位置を表しており、青い線はその時間までの初期状態からの軌跡を示している。(c)

は xと yそれぞれの変位をグラフで表したものである。
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図 3.16: 粒子にかかる力の x成分及び y成分それぞれの時間発展。凡例はそれぞれの力を
表している。

3.6 粒子軌道
ここでは粒子の軌道を考える。図 3.15に、粒子の xy面における軌跡と xと yの変位を

示した。ここで、(x, y) = (0, 0)が粒子の初期位置である。粒子を駆動し始めてしばらく
は粒子は斜めに単振動のような運動をする (図 3.15(a))。これは電場によって受ける力に
よってx方向に、Magnus力によって y方向に駆動されていることに対応している9。一方、
ある程度時間が経ち、反射波が返ってくると、粒子の運動は楕円的な軌道へと変化し、回
り続ける (図 3.15(b))。図 3.15(c)には x、yそれぞれの変位を示しており、粒子を駆動し
始めた時には xと yがおおよそ同位相で振動しているのに対し、時間が経った時 (おおよ
そ 8 s以降)、振幅が変わり (yが顕著)、xと yの振動の位相がずれていることがわかる。
x、yそれぞれの方向に働く力を確認する。今回、粒子のダイナミクスは式 (3.9)に従う

ので、力は釣り合っている。図 3.16にそれぞれの方向の力を示している。振動電場で揺さ
ぶられる x方向では、電場による力と張力が釣り合っており、その他の力はほとんど効い
ていない。一方 yについては振動電場による力の方向と垂直なMagnus力や相互摩擦が効
いてきており、それらが張力と釣り合っている。x方向には電場により∼ 1 pNの力がか
かっているが、y方向ではかかる力は 2桁ほど小さい。
図 3.17は (a)L = 0.1 cm、(b)L = 1.0 cmでの粒子の x及び y座標を示したものである。

L = 0.1 cmの時、f = 0.8 Hzの時は比較的大きな振動をしている。他の f の場合に粒子
の振動が小さいのは f がKelvin波モードから遠いことに対応している。f = 2 Hzの y座
標については特に顕著であり、渦がほとんど励起されないため、y方向への力がかからず、
ほとんど動かない。一方で、L = 1.0 cmの時は、ほとんどの振動数で同程度振動してい
る。これも渦の伸長の際の議論と同様で、Kelvin波モードが f の近くにあることに対応
している。Lで大きく違うのは、その振幅で、L = 0.1 cmの時は、反射波が頻繁に帰っ
てくるために振幅が大きくなる。

8L = 1.0 cm、f = 0.8 Hzの時は、例外的に渦の伸びが小さい。Kelvin波モードから少し離れているた
めであると考えられるが詳細は不明であり、今後の課題である。

9今回の設定では z方向にはほとんど動いていない
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(a) (b) L = 1.0 cmL = 0.1 cm

図 3.17: (a)L = 0.1 cm、(b)L = 1.0 cmの時の粒子軌道。凡例は振動電場の振動数 f を表
している。

3.7 Kelvin波の振幅
帯電粒子が電場により駆動されることで、確かに、Kelvin波が発生することはわかった。
一方で、実験と大きくずれているのがその振幅である。実験では、粒子の振幅が 100 µm

程度であるが、今回のシミュレーションでは 0.1 µm程度と非常に小さくなっている。こ
こでは、この振幅のずれの原因について、いくつかの要因から考察していく。

3.7.1 熱対向流

Minowaらの実験では、レーザーアブレーションを用いて系の中に金属粒子を生成して
いる。その際、試料表面にて発熱し、熱対向流が発生している可能性がある。実際、実験
で可視化されている粒子は一方向に流れていることが多い。常流動及び超流動がどれくら
いの速度で熱流が流れれば振幅が大きくなるのか見積もってみる。式 (1.50)を一般化す
ると、

ϵ(t) = ϵ(0) exp [α(vnsk − ω)t] (3.15)

となる。ここで vns = vn − vs,aで、熱対向流によって駆動される常流動と超流動の相対速
度である。これによると、expの中身が正になる相対速度は vns > ω/k ∼

√
ωである。この

時、Donnely-Glaberson不安定性によりKelvin波が無制限に増幅されていく。ω = 0.8 Hz

では、およそ 1 cm/sとなる。実験的には 1 cm/sのような速い速度で流れているような様
子やDonnely-Glaberson不安定性のような振る舞いは観測されていない。しかし、相対速
度が小さくても、Kelvin波の減衰は遅くなるため、結果的に、現在の結果よりも大きい
振幅が見られるかもしれない。
熱対向流がある場合の帯電粒子付き量子渦のダイナミクスを見ておこう。今回の場合、
常流動を+ẑ方向、超流動を−ẑ方向に熱対向流を仮定して流している。この時のみ、z

方向は周期境界条件を適用している。電場の振動とともに粒子が駆動され、Kelvin波を励
起しながら常流動速度とともに流れていく。粒子が vnに沿って流れることによりDoppler

効果がおき、帯電粒子の両側で異なる波長のKelvin波が励起される。
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図 3.18: 熱対向流を流した場合のスナップショット。時間は駆動開始から 2.5 sで、常流動
速度 vn = 0.5 mm/s、相対速度 vns ≈ 0.6 mm/sである。矢印は vnと vsがそれぞれ流れ
ている方向を表している。流れ方向には周期境界条件を適用している。また、渦の変位は
x、y方向に 3000倍誇張されている。

3.7.2 有限サイズ効果

図 3.17に示されているようにL = 0.1 cm、f = 0.8 Hzの時、L = 1.0 cmのどの場合よ
りも大きい振幅を持つことがわかる。これは振動数がKelvin波モードに近いことによる
ものであるが、実際の系では、平行な壁に両端が付着する長さ 0.1 cmの量子渦が存在し
得ない。では、実際の系で有限サイズ効果が効くケースはどのような場合だろうか。その
1つとして考えられるのは渦輪である。渦輪に帯電粒子がトラップされているとし、駆動
してKelvin波を発生させると、発生したKelvin波は渦輪を一周して戻ってくるため、擬
似的な周期境界条件となる。長さ 0.1 mmの時、すなわち半径 0.1/2π mmの渦輪が温度
1.4 Kの超流動ヘリウム中で存在しているとすると、渦輪の寿命は 0.2 sほどであり、速
度も 5 mm/s程度と非常に速い。そのため、実験的にそのような渦輪を観測することは難
しく、そのような有限サイズ効果が働いている可能性は低いと考えられる。

3.7.3 帯電量

ここまでのシミュレーションでは粒子の帯電量 qを素電荷−eとして計算してきた。こ
こでは帯電量がもっと多い場合を考えてみる。シンプルなモデルを考える。電場により帯
電粒子が受ける力 FE、Stokes力 FS、張力 FT のみを考慮し、粒子が一次元的に動くと仮
定する。この時、粒子の位置を xとして運動方程式は

m
d2x

dt2
= FE + FS + FT (3.16)

= qE − 6πRη
dx

dt
+ FT (3.17)

となる。ここで張力 FT をどのようにモデル化するか考える。今、粒子の振動で波長 λの
Kelvin波が励起されており、粒子近傍では図 3.9のようなキンク構造が形成されていると

85



図 3.19: 粒子の帯電量が異なる場合の比較。時間はどちらも駆動開始から 10 sである。色
が薄い方が q = −e、濃い方が q = −5eの時を表している。また、渦の変位は x、y方向に
3000倍誇張されている。

する。この時、粒子にかかる張力の和は、渦一本からかかる張力の大きさを T0とすると、

FT = −2T0
x√

x2 + (λ/4)2
(3.18)

→ −2T0
x

(λ/4)
(3.19)

≡ −T0x

x0

(3.20)

となる。ここで式 (3.18)と (3.19)の間には x ≪ λ/4を仮定した。また、x0 = λ/8である。
式 (3.17)について、振動電場E = E0 exp(−iωt)及び振動解 x = A exp(−iωt)を仮定する。
そうすると、

−ω2mA = qE + 6iπRηωA− T0A

x0

(3.21)

⇔ A =
qE0

T0

x0
− ω2m+ 6iπRηω

(3.22)

この式に、q = −e、ω = 2π× (0.8 Hz)、T0 ≈ 1 pN及び、ωに対応した波長 λを代入する
と、|A| ≈ 0.1 µmとなる。この時 T0/x0が大きく、分母の残り 2項はほとんど効いてこな
い。粒子が渦にトラップされておらず、張力がない状況では、|A| ≈ 100 µmほどになる。
この式 (3.22)からわかることは、振幅は電場の振幅E0及び帯電量 qに比例することで
ある。図 3.19に q = −eの場合 (薄い線)と q = −5eの場合 (濃い線)の同じ時間のスナッ
プショットを示している。確かに、帯電量が大きい q = −5eの場合では、粒子が大きく振
動されていることがわかる。この時の粒子の振幅はおよそ、0.3 µmである。実験的に帯
電量を正確に計測することが今のところ不可能であるが、粒子が素電荷よりも多くの帯電
量を持っており、それが大きい振幅に関係している可能性はある。

3.7.4 複数粒子の帯電

実験では、量子渦にトラップされた複数の粒子によって渦の可視化が実現している。
3.4章では複数粒子のうち 1つだけ帯電していると考えてシミュレーションを行ってきた。
しかし、実際の実験系では、複数の粒子が帯電していても不思議ではない。もし、渦にト
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(a)

(b)

図 3.20: 帯電粒子が複数トラップされている時の渦のスナップショット。(a)は 0.2 mm間
隔で 2 mmの範囲に合計 11個設置した場合、(b)は 0.05 mm間隔で 2.5 mmの範囲に合計
51個設置した場合を表している。(a)は駆動開始から 10 s、(b)は 11 sのスナップショッ
トである。(a)(b)それぞれの下部には、粒子近傍を拡大したものを示している。渦の変位
は x、y方向に 3000倍誇張されている。
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図 3.21: 51個帯電粒子をトラップしている場合の渦のダイナミクス。渦の変位は x、y方
向に 3000倍誇張されている。

ラップされている粒子の複数が帯電している場合、1つだけ帯電しているよりも渦を強く
励起できると考えられる。
図 3.20(a)は帯電粒子を 0.2 mm間隔で 2 mmの範囲に合計 11個おいた場合のシミュ
レーションのスナップショットである10。この時、これまでと同様に、Kelvin波のような
構造が現れていることがわかる。しかし、その振幅は、ほとんど変わらなかった。一方、
図 3.20(b)は、帯電粒子を 0.05 mm間隔で 2.5 mmの範囲に合計 51個おいた場合のスナッ
プショットである。この時、これまでとは違い空間分解能を∆ξmin = 2 µm,∆ξmax = 5 µm

として、粒子間の渦点の数を確保している。先と同様に、Kelvin波が励起されているが、
振幅が大きくなっている。
波が形成される過程を見ておく。電場によって駆動されるとともに、粒子は一団となっ
て力がかかる方向に動こうとする。この時、粒子の間の渦は弧を描き、張力により、粒子
の動きを阻害する。一方、端の粒子では、周りの渦は電場により駆動されないことから、
張力の向きが変わる。それにより、他の粒子とは異なる動きをし、波が励起される。この
端の粒子が他と異なる動きをすることで、またその隣の粒子に働く張力の向きが変わる。
これを繰り返すことで、連鎖的に、粒子が動いていく (図 3.21の 0.100 s-0.400 s)。電場の

10これらの図は、粒子の間隔が狭く、これまでの線の太さ、粒子の大きさのままだと非常に見づらくなる
ので、これまでより線を細く、粒子を小さく表示してある。
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向きが変わると、端の粒子が今度は逆方向に駆動され、さらに波を励起していく。これに
より、帯電粒子が多くトラップされている場合でもKelvin波が励起される。また、帯電
粒子が多い時には、粒子が存在する範囲のKelvin波は粒子軌道を反映し、アスペクト比
が大きい楕円状になる。そのため、図 3.21の 1.950 sのように一見、波が消えたように見
えるタイミングもある。

3.7.5 様々な要因の混合を経て

これらを総合して考えてみよう。例えば、強い熱対向流はないとして、複数の粒子が帯
電していて、その帯電量が q = −5eと仮定する。そうすると振幅は 1 µmほどにまで到達
した。しかし、それでも実験で得られている振幅からは遠く、まだ謎は残る。非常に大き
い帯電があるのか、はたまた、本研究では想定していない別の原因があるのか、現状では
わからない。

3.8 結論
本研究は、Minowaらによる、シリコン粒子を用いた量子渦の可視化実験に着想を得た。

彼らは、粒子が帯電しているという性質に着目し、振動電場をかけることでKelvin波の励
起を試みた。その結果確かに、粒子は駆動され、Kelvin波のような分散関係も得られた。
我々は、量子渦にトラップされた帯電粒子のダイナミクスをモデル化することでこの現

象を理解することにした。我々は粒子が従うモデルとして、Minedaらが用いた粒子の運
動方程式を解くモデル [92]に帯電粒子が電場から受ける力を加え、質量が十分小さいこと
から慣性項を無視することで簡略化したモデルを用いた。
3.3章では帯電粒子が 1つ量子渦にトラップされている状況をモデル化し、振動電場で

駆動した。その結果、電場によって駆動された粒子は確かに波のようなものを形づくり、
十分時間が経過すると系全体は定在波のようになり、渦長が一定周期で振動する統計的定
常状態になった。駆動振動数を変えて、同様のシミュレーションを行い、その時の波数を
計算し、分散関係や減衰を調べることでこれが確かにKelvin波であると確認することが
できた。3.4章では、帯電粒子の近傍に帯電していない複数の粒子がトラップされている
という実験で想像されている描像を再現し、シミュレーションを行った。それによると、
計算できる波数にはほとんど粒子トラップによる影響がないことが確認できた。3.5章で
は、系の大きさを変更することで、有限サイズ効果を調べた。これによると、系が小さい
時、うまく分散関係が現れず、系は nπ/Lという系の大きさを反映したモードを好むこと
が反映されることが確認された。このような特徴は実際の実験系では見られておらず、実
験系は十分大きいことがわかる。また、系の大きさに対応したKelvin波モードから外れ
た振動数で駆動される場合は、渦の伸長が弱く、ほとんど伸長されないことがわかった。
これは第 2章と同様のものであり矛盾しない。3.6章では、駆動された粒子の軌道を確認
し、粒子は初めは斜め軌道、励起されたKelvin波が固体境界で反射されて返ってきたき
た時には楕円軌道になることがわかった。この斜め軌道は、振動電場がかかる方向には、
電場による力と張力が、それと垂直な方向には、Magnus力と摩擦力と張力が寄与してい
る。また、系の大きさによって軌道の振幅が変化することも確認した。。3.7章では、粒子
の振幅が実験よりも数桁小さいことについて、熱対向流、粒子の帯電量、複数粒子の帯電
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のそれぞれに着目して議論した。熱対向流に関しては、実験的に粒子が速く流れていない
こと、及びDonnely-Glaberson不安定性のような特徴が見られていないことから、速い流
れはないと考えた。粒子の帯電量に関しては簡単な見積もりから、粒子の帯電量に比例
して振幅が増加することを想定し、実際に帯電量が大きくなると振幅も増加することを
確認した。複数粒子の帯電については、粒子トラップの間隔が広い時には、あまり変化が
見られなかった。粒子が十分密にたくさんトラップされている時は、振幅の増加が見られ
た。最後に、帯電量と複数粒子の帯電の双方を組み合わせた結果、振幅は 1-2桁ほど大き
くなった。
この研究はMinowaらが実験で観測しているもので確かにKelvin波であることを保証
する結果であるとともに、実験的にみることが難しい有限サイズ効果や粒子軌道などにも
踏み込んだものである。しかし、Kelvin波の振幅は、実験で見られているものと遠いもの
になっており、帯電量などの補正を入れて大きくはなったものの、未だ謎のままである。
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第4章 結論

本論文では、超流動ヘリウム 4系を対象として、振動物体を用いた実験事実から、量子
渦のダイナミクスをモデル化し、シミュレーションを行うことで研究した。
第2章では、Florida大学のBarquistらが行ったMEMS(Micro Electro Mechanical Ststems)

共振器による観測をモチベーションに、系をモデル化し、渦のダイナミクスを見ること
で、観測事実に考察を与えた。系のモデル化には、渦が固体境界にピニングされていると
仮定して、十分粗い境界を仮定した臨界角モデルと厳密に解ける半球状ピニングサイトモ
デルを導入した。このピニングモデルのもと、実験系でプレート状のMEMS共振器と基
板の間に量子渦が存在していることを想定し、平行な固体境界条件を橋渡しする渦が存
在する系をシミュレーションした。渦が単一の場合は、単純に境界の振動とともに渦が伸
長され、臨界角モデルでは統計的定常状態に、半球状ピニングサイトモデルでは、ディピ
ニングが起きることがわかった。渦のダイナミクスは境界の振動数に強く依存し、系の大
きさに対応したKelvin波モードでは大きく渦が伸長されるが、どのモードからも遠い場
合はあまり伸長されない。実験では、MEMS共振器の共振振動数はおおよそ一番波数の
小さいモードに対応しているため、渦が良く伸長されていると考えられる。実験系により
近い状況と考えられる複数渦の場合では、初期状態として 100本の渦を用意し、さらに、
外部からの渦注入ができることを想定して、渦注入を行った。この時のピニングは主に臨
界角モデルを用いて記述した。この時、渦の注入と散逸が釣り合い、統計定常状態に達す
る。また、この散逸では、渦が互いに作用し、再結合することで、散逸されやすいトポロ
ジーに変わっていることが確認された。この散逸機構は半球型ピニングサイトモデルを用
いて説明された。
実験では、真空中に比べて、MEMS共振器の減衰が強くなる「MEMS共振器の異常減

衰」や共振器の駆動力が増加減少される際に近傍で乱流が発生している時のみ駆動力を減
少させている時の方が減衰力が小さくなるというヒステリシスが現れる「力のヒステリシ
ス」、乱流の発生とともに、振動の位相に強いノイズが現れる「位相ノイズ」の 3つが主
な観測結果となっている。我々は境界に働く力を張力として見積もることで、この結果の
説明に挑んだ。渦が境界に与える力はおよそその振動数と同様の振動数で周期的に変化
する。この力を速度の位相に比例する項と加速度の依存に比例する項に分けた結果、速度
と逆方向の摩擦力のような働きをしていることがわかった。これにより「MEMS共振器
の異常減衰」は量子渦が原因であることが考えられる。また、複数渦の場合には、系は統
計的定常状態に達したが、注入を切った時、渦は単調に減少していく。そのため、MEMS

共振器の近傍で乱流が発生しているときは、統計的定常状態に達することで、駆動力を増
加させて減少させる過程で、渦によって及ぼされる減衰力は変化しないが、乱流が発生し
ていないこときは、その過程で、渦が減少した結果、駆動力を減少させている時の方が
力が小さくなる。これが、「力のヒステリシス」の説明であった。最後に、「位相ノイズ」
に関して調べるために、渦の本数の時間変化のパワースペクトルを計算した。この時、渦
の本数の時間変化はホワイトノイズ的であることがわかったが、これは実験と合わない。
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この原因はいまだにわかっておらず、今後の課題である。今後の課題として、他にもこの
研究では無視された、固体境界表面での渦層や、境界と渦の相互作用、さらには今回の研
究で提案されたピニングモデルの他の系への応用など様々な研究オプションがある。
第 3章では大阪大学のMinowaらがレーザーアブレーションでシリコン微粒子を生成し、
量子渦を可視化した実験をモチベーションにシミュレーションを行った。この実験ではシ
リコン微粒子の帯電に着目し、振動電場をかけることでKelvin波が励起された。我々は
その粒子のダイナミクスをモデル化し、帯電粒子がトラップされている際、振動電場とと
もにヘリカルな構造が励起され、分散関係や減衰をみることで、それがKelvin波である
ことを確認した。また、他に帯電していない粒子がトラップされている場合でも、分散関
係などにはほとんど影響してこないことを示した。一方、Kelvin波励起には強いシステ
ムサイズ依存性があり、系が小さい場合には、振動数に対応したKelvin波モードが少な
く、Kelvin波モードから外れている場合は渦がほとんど伸長されないため、分散関係が適
切に見えないことがわかった。
このモデルで再現された帯電粒子を駆動することで得られるKelvin波と、実験で実際
に見られたKelvin波との大きな差はその振幅であり、実験の方が格段に大きかった。本
研究では、その原因を熱対向流や帯電量、複数粒子の帯電の観点から考察した。熱対向流
は実験的にKelvin波の振幅を増幅させるほどの対向流は見受けられないため、あまり関
係ないと思われるが、帯電量や複数粒子の帯電は顕著に関係しているように見えた。これ
らの要素を組み合わせてシミュレーションを行った結果、振幅が 1桁ほど上昇した。これ
でも、実験とは一致しないが、この原因はいまだに不明である。
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付 録A 相互摩擦の計算

式 (1.23)から (1.28)までの計算が地味に面倒だったため備忘録として記述しておく。式
(1.24)は、

(γ0 + γ′
0s

′×)
ds

dt
= (γ0 + γ′

0s
′×)vn − fD (A.1)

と変形できるので、式 (3.12)を用いて1

ds

dt
=

γ2
0

γ2
0 + γ′2

0

[(
1 +

γ′
0

γ0
s′×
)
vn −

fD

γ0

]
− γ0γ

′
0

γ2
0 + γ′2

0

s′ ×
[(

1 +
γ0′
γ
s′×
)
vn −

fD

γ0

]
= vn −

γ0
γ2
0 + γ′2

0

fD +
γ′
0

γ2
0 + γ′2

0

s′ × fD (A.2)

これを式 (1.23)に代入する。

fM = ρsκs
′ ×
[
vn − vs −

γ0
γ2
0 + γ′2

0

fD +
γ′
0

γ2
0 + γ′2

0

s′ × fD

]
(A.3)

ここで、fM + fD = 0より、[(
1− ρsκγ

′
0

γ2
0 + γ′2

0

)
− ρsκγ0

γ2
0 + γ′2

0

s′×
]
f = −ρsκs

′ × vns (A.4)

再び、式 (3.12)を用いて変形すると、

f = −ρsκ
γ2
0 − γ′

0 (ρsκ− γ′
0)

γ2
0 + (ρsκ− γ′

0)
2 s′ × vns − ρsκ

ρsκγ0

γ2
0 + (ρsκ− γ′

0)
2s

′ × s′ × vns (A.5)

= −ρsκα
′s′ × vns − ρsκαs

′ × s′ × vns (A.6)

ds
dt

= vs + s′ × fD/ρsκより、

ds

dt
= vs + αs′ × (vn − vs)− α′s′ × [s′ × (vn − vs)] (A.7)

1ここで vn · s′ = 0を仮定
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付 録B ボックスカウント法及び乱流の
間欠性モデル

ボックスカウント法は数値的にフラクタル次元を計算するアルゴリズムである [55, 93]。
コンセプトとしては、δのスケールの物差しを用意し、それよりも小さく複雑な構造を無
視して、δスケールの構造の数を数える。この δを小さくしていくとどのように変化して
いくのか、それを調べるでフラクタルな特徴が見える。ボックスカウント法では系全体を
δの箱で覆い尽くす。系の中にあるパターン ([54]で言えば、量子渦が存在する場所全体)

を覆い尽くすのに必要な δの箱の数N(δ)を数える。フラクタル構造を持つ時、δとN(δ)

をプロットすることで、式 (1.43)からフラクタル次元Df を計算できる。
1つ、2次元における例を挙げる。図B.1に示されている雪の結晶1のようなパターンを
考える。系全体をスケール Lの箱で覆い、分割していく。図 B.1の左側では、箱を 5 × 5

分割することで、1つ当たりの箱のスケール δ = L/5となり、パターンを覆う箱の数は
N(δ) = 21になることがわかる。さらに箱を分割し、11× 11に分割したものが、図B.1の
右側である。この時スケールは δ = L/11、箱の数N(δ) = 61と計算できる。
この手法が量子乱流の解析に使われた例は、2つある。Kivotidesらは量子渦糸モデルの
枠組みで常流動乱流速度場を仮定し、生成した量子乱流についてこの手法を用いた [55]。
これによると、量子乱流における渦パターンは温度によらずおおよそ 1.4から 1.7のフラ
クタル次元を持つ。もう一つは我々が渦輪を衝突させることで生成した局所的量子乱流に
この手法を用いた [54]。生成エネルギーが小さく乱流ができていない時は、渦の一次元的
な特徴の 1程度、十分発達した時には 1.8程度になった。これらの物理的な意味は明確に
は不明であるが、Yanoらは局所量子乱流からの渦放出のサイズ分布がこのフラクタル次
元に対応していると考えている [36]。また、古典乱流においては、物理量のモーメントの
ずれの修正にフラクタルのコンセプトが用いられている。Kolmogorov則も含めて、乱流
の散逸は空間的に一様に起こっているという仮定がよく用いられる。この時、速度の p次
のモーメント (δv)pは

(δu)p ∝ ϵ
1
3
pr

1
3
p (B.1)

という関係が成り立つ。ここで ϵはエネルギー散逸率、rは 2点間の距離である。これは
実際に観測すると、高次のモーメントでは大きく外れる振る舞いが見られる。そこで、散
逸が空間的にフラクタルな構造を持つと仮定すると2、フラクタル次元を用いてよく用い
られる。この時、速度の p次のモーメント (δv)pは

(δu)p ∝ ϵ
1
3
pr

1
3
p+(1− 1

3
p)(1−Df) (B.2)

1実世界での雪の結晶はフラクタル構造を持つパターンとして有名な例であるが、この付録の図で示され
ているような簡単なパターンにはフラクタル構造はない。

2乱流が穴が空いたような構造をもち、物理量が空間的に大きい値あるいは極端に小さい値を持つ形に分
布し、逆に中間的な値を取りにくい性質を間欠性という [94]。散逸率の非一様性を仮定した理論は間欠性理
論と呼ばれる。
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図 B.1: ボックスカウント法の概念図。空間をスケール δの箱で分割している。パターン
を覆う箱は赤く色付けされている。左側は 5× 5分割して δ = L/5となった場合、右側は
11× 11分割して δ = L/11の場合を表している。

という形に修正される。これをベータモデルという。その他にも、2つのフラクタル構造
の重ね合わせを仮定したバイフラクタルモデルや無数の重ね合わせを仮定したマルチフ
ラクタルモデルが考案されている。Müllerらは量子流体を一般化Gross-Pitaevskii方程式
を用いてモデル化し、循環のモーメントを計算することで、量子乱流がバイフラクタル的
であるという結果を挙げている [5]。
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付 録C 球面の境界条件の計算

ここでは球面の境界条件を解く手法を記述する。固体境界条件については、流体が染み
込まないような超流動速度場 vbを印加しなければならない。ある渦糸線素 dsが作る超流
動速度場 dusはポテンシャル dΦを用いて、dus = ∇dΦとかける。この方程式は非圧縮
性∇ · us = 0から Laplace方程式∇2dΦ = 0に従う。
動径 r、方位角 ϕ、仰角 θで表される極座標を用いると、極座標系での Laplace方程式
の一般解は

dΦ =
∞∑
n=0

n∑
m=0

(
anr

n +
bn
rn+1

)
(cm cosmϕ+ dm sinmϕ)Pm

n (cos θ) (C.1)

となる。ここでPm
n (cos θ)はLegendre陪多項式である。係数 an、bn、cm、dmは境界条件

を与えることで決定される。

dus =
κ

4π

(s− r)× ds

|s− r|3
(C.2)

であるため、境界条件は(
∂dΦ

∂r

)
r=a

+
κ

4π

(s− aer)× ds

|s− r|3
· er = 0 (C.3)

ここで aは球の半径、rは球の表面の単位法線ベクトルである。これより、渦が球の内に
存在する時のポテンシャルを dΦin、外に存在する時のポテンシャルを dΦoutとおくと、

dΦin =
κ

4π
ds⊥

sinϕ

r

∞∑
n=1

(s
r

) P 1
n (cos θ)

n+ 1
(C.4)

dΦout =
κ

4π
ds⊥

a sinϕ

sr

∞∑
n=1

(
a2

sr

)
P 1
n (cos θ)

n+ 1
(C.5)

となる。Legendre陪多項式は

Pm
n (x) = (1− x2)m/2 dm

dxm
Pn(x) (C.6)

x2 − 1

n

d

dx
Pn(x) = xPn(x)− Pn−1(x) (C.7)

を用いて、Legendre多項式Pn(x)で表せる。また、Legendre多項式は、P0(x) = 1、P1(x) =

xと漸化式
(n+ 1)Pn+1(x) = (2n+ 1)xPn(x)− nPn−1(x) (C.8)

を用いて計算できる。これらを用いて、渦線素 dsが境界条件を満たすために作る超流動
速度場が計算できる。
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r
θ

φ

ds

ds⊥

図 C.1: 線素 dsに対する座標 rを示した極座標系の概念図。原点を球の中心に置き、仰
角は線素 dsの位置を基準に決まる。方位角は仰角の軸に垂直な成分 ds⊥で決まる。
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付 録D “張力”について

渦から物体に作用する力として、本論文では“張力”という表現を用いた。張力といえば、
弦が張っている時のように、両側に引き合う力が働くことを指す。この張力により、Kelvin

波のような波が渦上で維持されている [61]。というのも、張力は本質的には自己誘導速度
と同等である。式 (3.3)にある張力FTを展開するとFT = ρsκs

′×(−βinds
′×s′′)∆ξとなる。

これは式 (3.4)と合わせると ρsκs
′× (vp− (βinds

′×s′′+vs,nl))∆ξ = ρsκs
′× (vp−vs)∆ξと

いう形になり、式 (1.23)と一致する。0 Kでは張力とMagnus力が釣り合うことで渦が動
いている。この自己誘導速度からKelvin波の分散関係式 (1.49)を導出できるのであった。
Adamsらは、スピンアップ実験において渦の張力を見積もった [48]。スピンアップ実験
は超流動ヘリウム中で自由回転している容器に瞬間的に異なる各速度もったトルクを加
え、その緩和を見る実験である。彼らは、中空円筒状の容器をディスク状の仕切りで 8つ
に区切ったセルを用意し、それを超流動ヘリウムで満たし、磁気浮上させ、回転させた。
彼らは、渦と境界にかかる力として次のようにモデル化した。

fb =

{
− (fD + fM) for |fD + fM | < fp

− fpV̂Lb − ξρsκ(VL − Vb) for |fD + fM | > fp
(D.1)

ここで fpは、ピニングから解放されるのに必要な単位長さあたりの力、ξは無次元の摩擦
係数である。また、VL及びVbは渦及び境界の速度であり、V̂Lbはそれらの相対速度の単
位ベクトルである。ピニングが強く、渦が境界に固定され、容器とともに回転する場合、
前者のようにドラッグ力とMagnus力がかかる。一方、これらの力が fpを上回ると、ピニ
ングが外れるほどの力がかかり、ピニングによる作用の項が加わる。彼らの実験結果によ
ると fp = 5.3pN/cmである。長さとして、ディスク間の間隔の半分の長さを選ぶと、解
析的に計算できる張力と一致している。
動いている物体からエネルギーをもらい動くのに対して、逆に縮んでエネルギーを与
える時もあるかもしれないが、私が知っている限りではそれを実際に研究しているものは
ない。
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